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1Per a Bele´n, per recordar-me cada dia que sempre val la pena somriure.
Per als meus pares, per tot el que han fet per mi sense esperar res a canvi.
Gra`cies per tot.
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Cap´ıtol 0
Introduccio´
La teoria de categories e´s una branca de les matema`tiques que, igual que la te-
oria de conjunts, esta` present en gairebe´ tots els a`mbits de les matema`tiques,
per no dir que hi e´s a tots. Durant el transcurs del grau en matema`tiques,
hom pot anar observant com tots els objectes matema`tics que van aparei-
xent mantenen una certa estructura o comportament similar: a l’a`lgebra
lineal s’estudien els espais vectorials i les aplicacions lineals; a la geometria
af´ı els espais afins i les afinitats; a la topologia els espais topolo`gics i les
aplicacions cont´ınues; a la geometria diferencial les varietats diferenciables
i les aplicacions diferenciables; a la geometria algebraica les varietats alge-
braiques i els morfismes de varietats, i la llista continua. El que prete´n la
teoria de categories e´s, doncs, ser una generalitzacio´ d’aquestes estructures
i aplicacions que conserven l’estructura, per tal de facilitar la comprensio´
dels processos que conserven l’estructura matema`tica a nivell general. Amb
aquesta generalitat, un pot avanc¸ar amb me´s facilitat, formulant i tractant de
resoldre problemes matema`tics que, sense aquesta eina, probablement serien
me´s dif´ıcils de solucionar.
En un primer moment, l’objectiu d’aquest treball era fer una introduccio´ a
la teoria de categories general, motivada per la curiositat d’entendre com
funciona aquest nou llenguatge. No obstant, fer teoria general per se, i me´s
en aquest context, pot arribar a ser feixuc, fins arribar al punt de pe`rdre la
nocio´ del que s’esta` fent o del que s’esta` intentant descobrir. Una prime-
ra idea contra tal inconvenient va ser pensar que el fet d’introduir exemples,
molts exemples i ben detallats, solucionaria aquest problema. Pero` per molts
exemples que es posin, segu¨eix existint el mateix problema: no hi ha una mo-
tivacio´, me´s enlla` de l’intere`s per cone`ixer el llenguatge de les categories. E´s
per aixo` que es va decidir posar una finalitat al treball, un resultat matema`tic
que per a ser ente`s, fos necessari haver compre`s una bona introduccio´ a la
5teoria de categories general. Com que personalment m’interessa l’a`lgebra
abstracta, vaig decidir que posar com a finalitat compendre l’equivale`ncia de
categories de mo`duls sobre un anell era una bona excusa per embrutar-se les
mans amb tot aixo` de les categories. Amb aquestes paraules, espero haver
deixat clar que l’intere`s inicial estava en cone`ixer les categories, i que Morita
va sorgir despre´s de manera natural.
Abans de comentar el que es desenvolupa a cada cap´ıtol, e´s necessari aclarir
que en aquest treball no es prete´n fer teoria general de categories, e´s a dir, no
s’expliquen conceptes com, per exemple, la definicio´ de categoria, functors,
transformacions naturals, l´ımits, col´ımits, etc. No obstant, en alguns punts
del treball i seguint el meu criteri personal, crec que e´s necessari recordar al-
guns conceptes de teoria general, ja sigui perque` no so´n tan comuns, perque`
e´s me´s agradable que siguin recordats o fins i tot perque` a diversos llibres
apareixen enunciats de manera diferent pero` equivalent i, per tant, e´s molt
aclaridor enunciar al treball la que “s’ente´n millor”. Com he dit, aquest cri-
teri e´s personal: hi haura` qui trobara` evident i natural el concepte d’adjuncio´
de functors i que, per tant, considerara` que no fa falta esmentar-lo al treball;
i hi haura` qui reclamara` la definicio´ catego`rica de nucli i conucli o, me´s gene-
ralment, la definicio´ de l´ımit i col´ımit d’un functor, per exemple. No obstant,
qualsevol concepte que no aparegui expl´ıcitament redactat al treball pot ser
trobat als excel·lents llibres de teoria de categories que hi ha disponibles a
la literatura matema`tica: el llibre de S. Mac Lane [13] e´s un cla`ssic, ja que
ell mateix va ser qui, juntament amb Samuel Eilenberg, va iniciar la teoria
de categories durant el seu estudi de l’a`lgebra homolo`gica. Un llibre menys
formal pero` que pot ser d’ajuda per aquells que s’inicien amb les categories,
i que no tenen un background matema`tic molt este`s, e´s l’Awodey [2]. Quan
un ja te´ un cert coneixement sobre el tema es pot arribar a fer pesat, ja que
defineix els conceptes d’una manera molt lenta. No obstant, pot ser utilitzat
com a llibre d’exemples, ja que n’hi ha molts, mentre que a la majoria de
llibres la falta d’exemples es fa present. De teoria general, tambe´ cal destacar
el primer volum de F. Borceux [4], pensat per aquells lectors que ja estan
una mica dins d’aquest mo´n.
Dit aixo`, procedim a comentar breument el que es fa a cada cap´ıtol, deixant el
tema de les refere`ncies a banda: a la introduccio´ de cada cap´ıtol (o seccio´, si
e´s necessari) es donen les refere`ncies ba`siques que s’han utilitzat per entendre
i redactar els conceptes i idees que hi apareixen.
6Cap´ıtol 1 Al primer cap´ıtol introdu¨ım les categories abelianes amb tot
detall i amb exemples per potenciar la seva comprensio´. Es parteix de la
definicio´ donada per H. Bass a [3], pero` despre´s es do´na una definicio´ equiva-
lent proposada per P. Freyd a [7]: tot i ser equivalents, a vegades una pot ser
me´s convenient que l’altra. A part dels exemples ba`sics, tambe´ comentem els
exemples de fexos i prefeixos, pero` restringint-nos al cas de feixos i prefeixos
sobre un espai topolo`gic a valors a la categoria abeliana Ab de grups abeli-
ans. Per falta de temps no s’ha pogut entrar amb tots els detalls de la teoria
de feixos. No obstant, es do´na una refere`ncia que personalment he trobat
interessant, tot i que e´s possible que n’hi hagi de millors. En qualsevol cas,
cobreix els forats correctament. Tambe´ comentem la categoria de complexos
sobre una categoria abeliana qualsevol.
Cap´ıtol 2 Introdu¨ım el concepte de successio´ exacta en una categoria abe-
liana qualsevol i comentem les propietats ba`siques que satisfan aquest tipus
de successions. Despre´s, demostrem la generalitzacio´ dels teoremes d’isomor-
fisme de Noether en una categoria abeliana arbitra`ria. Per fer-ho, el que fem
e´s introdu¨ır el concepte catego`ric de pseudoelement, que juga el paper dels
elements habituals en teoria de conjunts. Amb aquesta eina, es pot treba-
llar gairebe´ com si este´ssim jugant amb diagrames de R-mo`duls, pero` sense
fer u´s del teorema de l’embedding, que comentem al cap´ıtol 4. E´s a dir, es
tracta de donar proves catego`riques per treballar encara me´s profundament
el llenguatge de les categories.
Cap´ıtol 3 Els axiomes que li demanem a una categoria per a que sigui abe-
liana so´n bons pero`, per fer certes construccions, la definicio´ se’ns pot quedar
una mica curta. En aquest cap´ıtol introdu¨ım els axiomes AB3, AB4, AB5
i els seus duals, proposats pel matema`tic brillant A. Grothendieck, i comen-
tem algunes de les construccions catego`riques que podem fer assumint aquests
axiomes, que essencialment so´n generalitzacions de proposicions catego`riques
per al cas d’un nombre arbitrari d’objectes i/o morfismes.
Cap´ıtol 4 Comentem les nocions d’objecte projectiu, generador i les cor-
responents nocions duals, sempre passant pel cas particular dels R-mo`duls,
que e´s el que ens interessa. E´s a dir, despre´s de comentar els conceptes ge-
nerals, intentem donar el ma`xim nombre de caracteritzacions i exemples per
al cas de la categoria de mo`duls sobre un anell. Finalment, comentem el
teorema de l’embedding de Freyd-Mitchell i donem una idea de la prova. Fer
tots els detalls de la demostracio´ requereix una certa quantitat de temps que
no tenim, pero` e´s interessant donar una prova descriptiva perque` d’aquesta
7manera podem aprofitar per comentar conceptes que acabem de treballar:
cogeneradors injectius, suficie`ncia d’injectius, etc.
Cap´ıtol 5 A l’u´ltim cap´ıtol, fem una introduccio´ a la teoria de Morita per
a categories abelianes, centrant-nos en caracteritzar quan dues categories de
mo`duls sobre un anell so´n equivalents. L’important d’aquest cap´ıtol e´s saber
que aquesta equivale`ncia catego`rica ve donada per un functor producte tenso-
rial, on el producte es fa contra un cert bimo`dul que te´ propietats molt bones.
Per una qu¨estio´ de temps, no hem pogut parlar del teorema de Morita per
a categories derivades. Aquest tipus de categories tenen una definicio´ forc¸a
complexa, pero` essencialment podem dir que so´n l’ana`leg algebraic de la ca-
tegoria d’homotopia d’espais topolo`gics. No obstant, els articles [18] i [20]
so´n una bona refere`ncia.
Cap´ıtol 1
Categories abelianes
Les categories abelianes extreuen les propietats principals de la categoria de
grups abelians Ab o, me´s generalment, de les categories de mo`duls sobre
un anell no necessa`riament commutatiu. Podem pensar-les com el lloc me´s
general per desenvolupar la teoria de l’a`lgebra homolo`gica.
En aquest cap´ıtol definim el concepte de categoria abeliana i donem alguns
exemples ba`sics detallats, amb la finalitat de familiaritzar-nos amb aquest
nou objecte. Les refere`ncies principals so´n [3] i [7]. Durant tot el cap´ıtol, A
denota una categoria.
1.1 Categories additives
Per arribar a la nocio´ de categoria abeliana, primer cal passar per un concep-
te me´s feble: la categoria additiva. En una categoria additiva el que dema-
nem e´s, essencialment, que els conjunts de morfismes siguin grups abelians.
Aquesta estructura es pot imposar de manera totalment directa, pero` tambe´
es poden donar altres axiomes com a definicio´ per al final acabar deduint-la,
o almenys deduir-la parcialment. Totes les definicions ens porten al mateix
lloc. Aqu´ı hem escollit la segona opcio´, e´s a dir, hem escollit els axiomes me´s
primitius, en el sentit que no imposen de manera directa l’estructura de grup
abelia`.
Comencem per enunciar els axiomes Ad Cat i, 0 ≤ i ≤ 3, que caracteritzen
la categoria que volem construir:
• Ad Cat 0. A te´ un objecte zero.
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• Ad Cat 1. Tot parell d’objectes de A te´ producte i coproducte.
Abans de fer refere`ncia al segon axioma, e´s u´til (i convenient) introduir no-
tacio´ matricial per representar els diferents morfismes entre objectes de la
categoria. Sigui A una categoria satisfent els axiomes citats anteriorment.
Recordem que donats A1, A2 ∈ A , el seu coproducte es defineix com un ob-
jecte A1 q A2 ∈ A juntament amb dos morfismes {qi : Ai −→ A1 q A2}i∈[2]
anomenats morfismes estructurals del coproducte. Aquest parell satisfa` la
propietat universal segu¨ent: per a qualsevol objecte C ∈ A i parell de mor-
fismes {ai : Ai −→ C}i∈[2], existeix un u´nic morfisme a : A1 q A2 −→ C tal
que ai = a ◦ qi. E´s a dir, a e´s l’u´nic morfisme que fa commutar el diagrama
segu¨ent:
A2
A1 A1 q A2
C
q2
a2
a1
q1
∃! a
Per tant, l’aplicacio´ a 7−→ (a ◦ q1, a ◦ q2) defineix una bijeccio´
A (A1 q A2, C) ∼= A (A1, C)×A (A2, C)
natural en C. En consequ¨e`ncia, tot a ∈ A (A1 q A2, C) pot ser identificat
un´ıvocament amb un parell (a1, a2) ∈ A (A1, C) × A (A2, C) posant a =
(a1, a2). La nocio´ de producte e´s la dual del coproducte: donats B1, B2 ∈ A ,
el seu producte es defineix com un objecte B1
q
B2 ∈ A juntament amb
dos morfismes {pj : B1 qB2 −→ Bj}j∈[2] anomenats, com abans, morfismes
estructurals del producte. La propietat universal que satisfa` aquest parell
e´s dual a l’anterior: per a qualsevol objecte C ∈ A i parell de morfismes
{bj : C −→ Bj}j∈[2], existeix un u´nic morfisme b : C −→ B1 qB2 satisfent
bj = pj ◦ b. El diagrama commutatiu e´s el segu¨ent:
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C
B1
q
B2 B2
B1
b1
∃! b
b2
p1
p2
Com abans, l’aplicacio´ b 7−→ (p1 ◦ b, p2 ◦ b) defineix una bijeccio´
A (C,B1
q
B2) ∼= A (C,B1)×A (C,B2)
natural en C, fet que justifica la identificacio´
b =
(
b1
b2
)
Recordem que donats dos morfismes f ∈ A (A1, A′1) i g ∈ A (A2, A′2), el
morfisme coproducte f q g ∈ A (A1 q A2, A′1 q A′2) es defineix com l’u´nic
morfisme que fa commutar el diagrama
A1 A1 q A2 A2
A
′
1 A
′
1 q A′2 A′2
q1
f
q
′
1◦f
∃! fqg
q2
g
q
′
2◦g
q
′
1 q
′
2
Dualment, donats f ∈ A (B1, B′1) i g ∈ A (B2, B′2), el morfisme producte
f
q
g ∈ A (B1 qB2, B′1
q
B
′
2) es defineix com l’u´nic morfisme que fa commutar
el diagrama dualitzat
B1 B1
q
B2 B2
B
′
1 B
′
1 qB′2 B′2
f
∃! f qg
p1 p2
f◦p1 g◦p2
g
p
′
2p
′
1
L’existe`ncia i unicitat d’aquests morfismes esta` garantida per les corres-
ponents propietats universals. Siguin ara d ∈ A (C,D), e ∈ A (E,C),
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s1 q s2 ∈ A (A′1 q A′2, A1 q A2) i t1
q
t2 ∈ A (B1 qB2, B′1
q
B
′
2) morfis-
mes de A . Ana`logament, es tenen les fo´rmules de composicio´ de morfismes
segu¨ents:
d(a1, a2) = (d ◦ a1, d ◦ a2),
(
b1
b2
)
e =
(
b1 ◦ e
b2 ◦ e
)
(1.1)
(a1, a2)(s1 q s2) = (a1 ◦ s1, a2 ◦ s2), (t1 qt2)
(
b1
b2
)
=
(
t1 ◦ b1
t2 ◦ b2
)
(1.2)
Aquest diagrama ajuda a visualitzar la situacio´:
D E
A1 q A2 C B1ΠB2
Ai Bj
A
′
i B
′
j
A
′
1 q A′2 B′1ΠB′2
e
b1e
b2e
(da1,da2)
a=(a1,a2)
b=
b1
b2

bj
d
t1b1
t2b2

pj
t1Πt2
qi
ai
tjsi
q
′
i
s1qs2
(a1s1,a2s2) p
′
j
Via propietats universals, e´s senzil verificar que es te´ la bijeccio´
A (A1 q A2, B1 qB2) ∼= ×
1≤i,j≤2
A (Ai, Bj)
Per tant, tot morfisme a ∈ A (A1 qA2, B1 qB2) pot ser identificat amb una
matriu
a =
(
a11 a12
a21 a22
)
on aij = pi ◦ a ◦ qj. Pensant les bijeccions com A (A1 q A2, B1 qB2) ∼=
A (A1, B1
q
B2)×A (A2, B1 qB2) o´ A (A1qA2, B1 qB2) ∼= A (A1qA2, B1)×
A (A1 q A2, B2), podem utilitzar la notacio´ definida anteriorment per veure
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de diferents maneres el morfisme a. Les identificarem totes, ja que ens seran
u´tils per representar me´s composicions de morfismes:((
a11
a21
)
,
(
a12
a22
))
=
(
a11 a12
a21 a22
)
=
(
(a11, a12)
(a21, a22)
)
Amb aixo`, tenim que(
b1
b2
)
(a1, a2) =
(
b1 ◦ a1 b1 ◦ a2
b2 ◦ a1 b2 ◦ a2
)
(t1
q
t2)
(
a11 a12
a21 a22
)
(s1 q s2) =
(
t1 ◦ a11 ◦ s1 t1 ◦ a12 ◦ s2
t2 ◦ a21 ◦ s1 t2 ◦ a22 ◦ s2
)
Finalment, definim la transformacio´ Ad com la transformacio´ de functors
Ψ: q =⇒ qamb components
ΨA,B =
(
1A 0
0 1B
)
: AqB −→ A qB.
E´s senzill verificar que aquesta transformacio´ e´s natural. El que ens agradaria
e´s que, de fet, fos un isomorfisme natural. Com que aixo` no ho podem deduir
a partir dels axiomes que hem introdu¨ıt fins ara, ho haurem d’imposar. Aixo`
do´na lloc al segon axioma:
• Ad Cat 2. La transformacio´ Ad e´s un isomorfisme natural.
Amb aquest axioma podem identificar el producte i coproducte de tot parell
d’objectes de la categoria: donats A,B ∈ A (A,B), posem AqB = A qB =
A⊕B i l’anomenem suma directa de A i B.
Nome´s ens queda dotar als conjunts de morfismes amb una estructura de
grup abelia`. Per fer-ho, cal definir la suma de dos morfismes. A les categori-
es concretes de conjunts amb una certa estructura, com ara Ab, e´s clar com
fer-ho, pero` en general no disposem d’elements i, per tant, hem de buscar
una definicio´ que nome´s involucri morfismes i que sigui, evidentment, una ge-
neralitzacio´ del que fem a les categories concretes. Farem el segu¨ent: donats
A,B ∈ A , considerem els morfismes
∆A :=
(
1
1
)
: A −→ A qA
ΣB := (1, 1) : B qB −→ B
anomenats diagonal i suma, respectivament (hi ha autors que li diuen codi-
agonal en lloc de suma). Observem que hem suprimit els sub´ındexos a les
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identitats, ja que en cada cas e´s clar a quin objecte estan associades. Amb
aquests morfismes a ma`, definim la suma de dos morfismes a, b ∈ A (A,B)
com el morfisme a+ b ∈ A (A,B) que fa commutatiu el diagrama segu¨ent:
A B
A
q
A A⊕ A Aq A
B
q
B B ⊕B B qB
a+b
∆A
a
b

a
q
b a⊕b aqb
(a,b)
ΣB
La commutativitat dels triangles laterals, i.e.,
(a
q
b)
(
1
1
)
=
(
a
b
)
, (1, 1)(aq b) = (a, b)
e´s consequ¨e`ncia directa de 1.2 i la del quadrat inferior e´s deguda a que la
transformacio´ Ad e´s natural. Per tant, demanar la commutativitat del dia-
grama e´s equivalent a demanar la commutativitat del quadrat superior. E´s
a dir:
Definicio´ 1.1.1. Es defineix la suma dels morfismes a i b com el morfisme
a+ b := (a, b) ◦Ψ−1A,A ◦∆A.
Tenim, doncs, el resultat esperat:
Proposicio´ 1.1.2. La suma que hem definit do´na estructura de monoide
commutatiu a cada conjunt de morfismes A (A,B), amb element neutre el
morfisme zero. A me´s, la composicio´ de morfismes e´s bilineal.
Demostracio´. La bilinealitat es segu¨eix de 1.1. Per veure que el morfisme zero
e´s l’element neutre, prenem f ∈ A (A,B). E´s suficient provar que 1 + 0 = 1,
ja que composant amb f i usant la bilinealitat, s’obte´ f + 0 = f . Hem de
veure que el diagrama segu¨ent e´s commutatiu:
A A
A
q
A Aq A
1
∆A
Ψ−1A,A
(1,0) (1.3)
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Com que en general no sabem qui e´s la transformacio´ inversa Ψ−1, no podem
provar la commutativitat directament. Per tant, el que fem e´s considerar el
diagrama auxiliar
A A
A
q
A Aq A
1
∆A
p1
Ψ−1A,A
(1,0)
Si els triangles commuten, el quadrat 1.3 tambe´ ho fa. Ara ja no tenim el
problema d’abans, ja que la commutativitat d’aquest diagrama e´s equivalent
a la del diagrama
A A
A
q
A Aq A
1
∆A
p1
(1,0)
ΨA,A
Vegem ara que els triangles commuten. En efecte:
p1∆A = p1
(
1
1
)
= 1,
p1ΨA,A = p1
(
(1, 0)
(0, 1)
)
= (1, 0).
Per tant, el quadrat inicial 1.3 commuta. Ana`logament, es demostra que
0+f = 0. Siguin a, b, c, d ∈ A (A,B) i considerem la composicio´ de morfismes
segu¨ent:
A A⊕ A B ⊕B B∆A
a b
c d

ΣB
Recordem que podem fer les identifiacions(
a b
c d
)
=
(
(a, b)
(c, d)
)
=
((
a
c
)
,
(
b
d
))
de manera que es te´
(1, 1)
(
(a, b)
(c, d)
)(
1
1
)
= (1, 1)
((
a
c
)
,
(
b
d
))(
1
1
)
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que equival a
(a+ b) + (c+ d) = (a+ c) + (b+ d). (1.4)
Posant d = 0 a 1.4 i utilitzant la propietat de l’element neutre provada
anteriorment, es te´
(a+ b) + c = (a+ c) + b. (1.5)
Si posem a = 0 a 1.5, tenim la commutativitat de la suma, i aquesta ens
serveix per provar l’associativitat: manipulant de nou 1.5, obtenim que
c+ (a+ b) = (a+ b) + c = (a+ c) + b,
e´s a dir, la suma de morfismes e´s associativa. 
Per tenir l’estructura de grup desitjada, cal verificar que tot morfisme te´
invers per la suma. Torna a passar el mateix que quan defin´ıem la trans-
formacio´ Ad: com que aquesta propietat no la podem deduir de la resta
d’axiomes, ens veiem obligats a imposar-la:
• Ad Cat 3. Cada monoide commutatiu A (A,B) te´ estructura de grup
abelia`.
Hem arribat, doncs, a la definicio´ de categoria additiva:
Definicio´ 1.1.3. Una categoria additiva e´s una categoria A que compleix
els axiomes Ad Cat i, 0 ≤ i ≤ 3, citats anteriorment.
Per tancar la seccio´, donem una definicio´ que ens sera` u´til posteriorment:
Definicio´ 1.1.4. Sigui F : A  B un functor entre categories additives. Es
diu que F e´s un functor additiu si per a tot parell d’objectes A,B ∈ A , les
aplicacions
FA,B : A (A,B) B(F (A), F (B))
so´n morfismes de grups.
Una caracteritzacio´ en termes de productes i coproductes e´s la segu¨ent:
Proposicio´ 1.1.5. Sigui F : A  B un functor entre categories additives.
Aleshores, F e´s additiu si i nome´s si F preserva productes i coproductes
finits, e´s a dir, si per a tota famı´lia finita A1, . . . , An ∈ A d’objectes de A ,
tenim que
F (A1
q· · · qAn) ∼= F (A1) q· · · qF (An)
F (A1 q · · · q An) ∼= F (A1)q · · · q F (An)
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1.1.1 Exemples de categories additives
En aquesta seccio´, donem exemples ba`sics de categories additives i compro-
vem que es verifiquen els axiomes de la definicio´. La categoria de mo`duls
sobre un anell e´s la pec¸a clau d’aquest treball i, per tant, e´s convenient fixar
notacions per evitar futures confusions.
Definicio´ 1.1.6. Sigui (R,+R, ∗R) un anell unitari no necessa`riament com-
mutatiu. Un R-mo`dul per l’esquerra e´s un grup abelia` (M,+M) provist d’un
producte extern o producte per escalars
∗M : R×M −→ M
(r,m) 7−→ r ∗M m
que satisfa` les propietats de compatibilitat segu¨ents: per a tot r, s ∈ R i per
a tot m,n ∈M ,
1. (r +R s) ∗M m = r ∗M m+R s ∗M n.
2. r ∗M (m+M n) = r ∗M m+M r ∗M n.
3. (r ∗R s) ∗M m = r ∗M (s ∗M m).
4. 1R ∗M m = m.
Com que indicar d’on prove´ cada operacio´ es molt inco`mode, a partir d’ara
no ho posarem me´s, sempre que no generi confusio´. El concepte de R-mo`dul
per la dreta e´s ana`leg. Si l’anell R e´s no commutatiu, les dues definicions de
R-mo`dul so´n diferents. En canvi, quan el producte de R commuta, les dues
definicions so´n equivalents: si tenim un R-mo`dul per l’esquerra, es defineix
l’accio´ per la dreta de la manera segu¨ent: m ∗d r := r ∗m, on ∗ e´s l’accio´ per
l’esquerra que es te´ per hipo`tesi, i es comprova que ∗d satisfa` les propietats
de compatibilitat demanades. Rec´ıprocament, si tenim un R-mo`dul per la
dreta, l’accio´ r ∗e m := m ∗ r do´na l’estructura de R-mo`dul per l’esquerra
desitjada. Per tant, e´s important saber si estem treballant sobre un anell
commutatiu o no. A priori, tots els anells amb els que treballarem seran
unitaris i no necessa`riament commutatius. Qualsevol altra propietat
diferent o addicional sera` indicada. Un altre tipus de mo`duls amb els que
treballarem posteriorment so´n els bimo`duls :
Definicio´ 1.1.7. Siguin R i S dos anells. Un R-S-bimo`dul e´s un grup abelia`
(M,+) tal que:
1. M e´s un R-mo`dul per l’esquerra i un S-mo`dul per la dreta.
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2. Els dos productes per escalars so´n compatibles, e´s a dir: per a tot r ∈ R,
s ∈ S i m ∈M ,
(rm)s = r(ms).
Finalment, fixem la notacio´ que emprarem per denotar les diferents categories
de mo`duls:
Definicio´ 1.1.8. Siguin R i S anells qualssevol. Usem R−Mod per denotar
tant la categoria de R-mo`duls per la dreta com la categoria de R-mo`duls per
l’esquerra. Quan sigui necessari especificar sobre quin tipus de mo`duls estem
treballant, posarem RMod per denotar la categoria de mo`duls per l’esquerra
i ModR per denotar la categoria de mo`duls per la dreta. RModS denota
la categoria dels R-S-bimo`duls.
Un cop fixada la notacio´, podem comenc¸ar a treballar amb els diferents
exemples:
1.1.1.1 Les categories Ab i R−Mod
Farem la prova per al cas de la categoria dels grups abelians Ab, ja que
el cas dels R-mo`duls e´s ana`leg. El grup amb un sol element G = {0} e´s
un objecte inicial i final a la vegada, tal com es comprova fa`cilment. Per
tant e´s l’objecte zero, llevat d’isomorfisme de grups. Donats G i H grups
abelians, el seu producte i coproducte sempre existeix. El producte consta del
segu¨ent: el grup G
q
H definit com el producte cartesia` habitual dels conjunts
subjacents amb la suma definida component a component, juntament amb
les projeccions
pG : G
q
H  G
(g, h) 7−→ g
pH : G
q
H  H
(g, h) 7−→ h
que clarament so´n morfismes de grups. E´s clar que donat qualsevol grup
abelia` F i morfismes ϕ1 ∈ Ab(F,G) i ϕ2 ∈ Ab(F,H), el morfisme de grups
ϕΠ : F −→ G qH
x 7−→ ϕΠ(x) := (ϕ1(x), ϕ2(x))
e´s l’u´nic morfisme que fa commutatiu el diagrama universal. La construccio´
del coproducte G qH e´s ana`loga: el grup es defineix exactament igual i les
projeccions es canvien per les inclusions
qG : G ↪→ GqH
g 7−→ (g, 0)
qH : H ↪→ GqH
h 7−→ (0, h)
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que tornen a ser morfismes de grups. Com abans, es verifica immedia-
tament que donat qualsevol grup abelia` F i morfismes ϕ1 ∈ Ab(G,F ) i
ϕ2 ∈ Ab(H,F ), el morfisme de grups
ϕq : GqH −→ F
(g, h) 7−→ ϕq(g, h) := ϕ1(g) + ϕ2(h)
e´s l’u´nic morfisme que fa commutar el diagrama universal. Notem que aqu´ı
e´s essencial que els grups siguin abelians. Altrament, no podr´ıem assegurar
que l’aplicacio´ ϕq fos un morfisme de grups. De fet, per culpa d’aixo`, el co-
producte de grups a la categoria de grups Grp e´s el producte lliure de grups,
un grup molt me´s gran i no isomorf al coproducte que hem definit.
Comprovem que la transformacio´ Ad e´s un isomorfisme: en efecte, sabem
que donats morfismes aij ∈ A (Aj, Bi) amb 1 ≤ i, j ≤ 2, existeix un u´nic
morfisme a ∈ A (A1qA2, B1 qB2) tal que pi ◦a◦qj = aij, fet que ens permet
fer la identificacio´ matricial a = (ai,j)1≤i,j≤2. En el cas de la categoria Ab,
donats G i H grups abelians, e´s immediat provar que el morfisme a ve donat
per
a(g, h) = (a11(g) + a12(g), a21(h) + a22(h))
Per tant, la transformacio´ Ad ve donada component a component per
ΨG,H(g, h) = (1G(g) + 0(g), 1H(h) + 0(h)) = (g, h)
que e´s un isomorfisme de grups. Per tant, Ψ e´s un isomorfisme natural.
Finalment, e´s obvi que els conjunts de morfismes tenen estructura de grup
abelia`: donats dos morfismes f, g ∈ Ab(G,H), el morfisme suma f + g ∈
Ab(G,H) ve donat per (f + g)(x) := f(x) + g(x), com es comprova a partir
de la definicio´ que hem donat. A partir d’aqu´ı, es segu¨eix immediatament el
resultat.
1.1.1.2 La categoria dels grups abelians topolo`gics TopAb
Definicio´ 1.1.9. Un grup abelia` topolo`gic e´s una terna (G,+, T ) tal que
(G,+) e´s un grup abelia` i (G, T ) e´s un espai topolo`gic, de manera que les
aplicacions
+: G×G −→ G
(x, y) 7−→ x+ y
− : G −→ G
x 7−→ −x
so´n morfismes de grups continus.
1.1 Categories additives 19
La categoria dels grups abelians topolo`gics TopAb e´s defineix de la manera
segu¨ent: els objectes so´n grups abelians topolo`gics, que assumirem Haus-
dorff, i els morfismes so´n morfismes de grups abelians cont´ınus. El grup
trivial amb l’u´nica topologia possible torna a fer el paper d’objecte zero. Ve-
gem l’existe`ncia de productes i coproductes: donats G i H grups abelians
topolo`gics, el seu producte e´s el producte de grups habitual G ⊕ H amb la
topologia producte, juntament amb les projeccions habituals. Les projec-
cions so´n cont´ınues per definicio´ de la topologia producte. A me´s, donat
un grup abelia` topolo`gic F qualsevol i dos morfismes f1 ∈ TopAb(F,G) i
f2 ∈ TopAb(F,H), l’u´nic morfisme fΠ que fa commutar el diagrama univer-
sal e´s el mateix que en el cas dels grups abelians:
fΠ : F −→ G⊕H
x 7−→ (f1(x), f2(x))
A priori, nome´s sabem que e´s un morfisme de grups, pero` resulta que e´s
continu per la propietat universal de la topologia producte:
Proposicio´ 1.1.10 (Propietat universal de la topologia producte). Siguin X
i Y espais topolo`gics i denotem per PX i PY les projeccions habituals, que
so´n cont´ınues per definicio´. Sigui f : Z −→ X × Y una aplicacio´ qualsevol
entre espais topolo`gics. Aleshores, f e´s cont´ınua si i nome´s si les “funcions
components”PX ◦ f i PY ◦ f ho so´n.
Z
X qY Y
X
PX ◦f
f
PY◦f
pX
pY
Demostracio´. =⇒ Evident, per ser composicio´ d’aplicacions cont´ınues.
⇐= Suposem que PX ◦f i PY◦f so´n cont´ınues. Per veure que f e´s cont´ınua,
e´s suficient provar que f−1(S) e´s un obert de Z per a tot S ∈ S, on S e´s
una subbase de la topologia producte. Recordem que la topologia producte
es defineix com aquella que te´ per subbase S els conjunts de la forma
U × Y = pi−1X (U), X × V = pi−1Y (V )
on U ⊆ X, V ⊆ Y so´n oberts.
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Fent interseccions finites amb elements de S, e´s senzill provar que la famı´lia
B := {U × V : U ⊆ X, V ⊆ Y oberts}
defineix una base de la topologia producte.
Tornant a la demostracio´, sigui S ∈ S un element de la subbase. Sense
pe`rdua de generalitat, podem suposar que S = U × Y = pi−1X (U). Aleshores
f(S)−1 = f(pi−1X (U))
−1 = (piXf)−1(U)
que e´s obert per hipo`tesi. 
Aquesta propietat, que es veu als cursos ba`sics de topologia, no e´s res me´s
que la que s’obte´ al imposar que el producte d’espais topolo`gics a la categoria
d’espais topolo`gics Top sigui el que ha de ser, segons la definicio´ de producte
en una categoria qualsevol.
Per tant, com que PG ◦ fΠ = f1 i PG ◦ fΠ = f2 so´n cont´ınues per hipo`tesi,
fΠ e´s un morfisme de grups continu i, per tant, un morfisme de la categoria.
El coproducte de G i H es construeix de manera semblant: per objecte
podem agafar el mateix grup topolo`gic que abans. Les injeccions habituals
so´n cont´ınues per la propietat universal de la topologia producte i donat
qualsevol grup abelia` F i morfismes f1 ∈ Ab(G,F ) i f2 ∈ Ab(H,F ), el
morfisme de grups
fq : G⊕H −→ F
(g, h) 7−→ ϕ1(g) + ϕ2(h)
e´s l’unic que fa commutar el digrama universal, com en el cas dels grups
abelians. A me´s, e´s continu per ser suma de morfismes continus.
Que TopAb(G,H) te´ estructura de grup abelia` e´s evident, i la transformacio´
Ab e´s la mateixa que per als grups abelians, e´s a dir, e´s la identitat en G⊕H.
Com que les topologies de sortida i d’arribada so´n les mateixes, es tracta d’un
isomorfisme natural.
1.1.1.3 Les categories d’espais de Banach: Ban1 i Ban∞
La categoria Ban∞ Els objectes so´n espais de Banach reals i els mor-
fismes so´n aplicacions lineals cont´ınues. Denotem L (E,F ) := Ban(E,F )
de la manera habitual. L’espai vectorial trivial E = {0} e´s de banach amb
qualsevol norma (pel fet de ser un espai vectorial de dimensio´ finita) i e´s
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l’objecte zero. L’existe`ncia de productes i coprodutes e´s molt semblant al
cas de R−Mod: tenim que E q F = E qF = E × F e´s l’espai vectorial
producte habitual amb la norma ‖(x, y)‖E×F := ‖x‖E + ‖y‖F , per exemple.
E´s clar, o si me´s no e´s fa`cil de provar, que (E × F, ‖(x, y)‖E×F ) e´s un espai
de Banach. De fet, si ϕ : R2 −→ R e´s una norma qualsevol a R2, l’aplicacio´
‖(x, y)‖ϕ := ϕ(‖x‖E , ‖x‖F )
defineix una norma sobre E×F tal que l’espai producte e´s de Banach. Tambe´
e´s clar que si ϕ1 i ϕ2 so´n dues normes a R2, les corresponents normes indu¨ıdes
a l’espai producte so´n equivalents. Les propietats universals es satisfan im-
mediatament, l’u´nica difere`ncia amb els mo`duls e´s que cal comprovar que
totes les aplicacions involucrades so´n cont´ınues, pero` aixo` e´s trivial veient
que so´n operadors fitats. Finalment els dos u´ltims axiomes so´n evidents,
tenint en compte les comprovacions que hem fet en els exemples anteriors.
1.1.1.3.1 La categoria Ban1 Els objectes so´n, com abans, espais de
Banach reals, pero` el que canvia e´s que els morfismes satisfan propietats me´s
fortes: so´n contraccions lineals. La comprovacio´ de que Ban1 e´s una catego-
ria additiva e´s ana`loga al cas de Ban∞.
1.2 Categories abelianes
Sigui A una categoria additiva i suposem que tot morfisme de A te´ nucli
i conucli. En aquest cas, per a cada morfisme f ∈ Hom(A ) es defineix la
imatge de f com l’objecte
Im(f) := Ker(coker(f)).
Dualment, es defineix la coimatge de f com l’objecte
Coim(f) := Coker(ker(f)).
En aquestes condicions, per a cada f : A −→ B ∈ A (A,B) podem considerar
el diagrama
Ker(f) Coker(f)
A B
Coim(f) Im(f)
ker(f)
coim(f)
f
coker(f)
im(f)
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on im(f) := ker(coker(f)) i coim(f) := coker(ker(f)). Aleshores, per la
propietat universal del nucli, existeix un u´nic morfisme j : A −→ Im(f) tal
que el triangle vermell
Ker(f) Coker(f)
A B
Coim(f) Im(f)
ker(f)
coim(f)
f
∃! j
coker(f)
im(f)
e´s commutatiu. Diem que j e´s el morfisme cano`nic de A a Im(f). Un altre
cop, per la universalitat del conucli, existeix un u´nic morfisme f˜ : Coim(f) −→
Im(f) tal que el triangle verd commuta:
Ker(f) Coker(f)
A B
Coim(f) Im(f)
ker(f)
coim(f)
f
j
coker(f)
∃! f˜
im(f)
Per tant, es dedueix que f˜ e´s l’u´nic morfisme que fa commutar el diagrama
sencer
Ker(f) Coker(f)
A B
Coim(f) Im(f)
ker(f)
coim(f)
f
coker(f)
f˜
im(f)
Ara ja estem preparats per construir les categories abelianes, la pec¸a clau del
cap´ıtol:
Definicio´ 1.2.1. Una categoria abeliana e´s una categoria A satisfent els
axiomes segu¨ents:
• Ab Cat 0. A e´s additiva.
• Ab Cat 1. Tot morfisme de A te´ nucli i conucli.
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• Ab Cat 2.(Primer teorema d’isomorfisme) El morfisme natural
f˜ : Coim(f) −→ Im(f)
e´s un isomorfisme per a tot f ∈ Hom(A ).
A partir d’ara, totes les categories amb les que treballarem seran
abelianes , llevat de mencio´ contra`ria.
1.2.1 Subobjectes i objectes quocient
La construccio´ que fem en aquesta seccio´ es pot entendre com una genera-
litzacio´ del concepte de subgrup de teoria de grups, de subespai topolo`gic o,
fins i tot, com una generalitzacio´ dels subconjunts d’un conjunt donat. El
seu u´s facilita moltes de les construccions que farem posteriorment.
Definicio´ 1.2.2. Sigui A ∈ A . Definim la categoria M(A) de la manera
segu¨ent:
1. La classe d’objectes esta` formada pels parells (A
′
, f
′
), on f
′
: A
′  A ∈
Hom(A ) e´s un monomorfisme amb codomini A.
2. Un morfisme de parells g : (A
′
, f
′
) −→ (A′′ , f ′′) e´s defineix com un
morfisme g : A
′ −→ A′′ ∈ Hom(A ) que fa que el diagrama
A
′
A
A
′′
f
′
g
f
′′
sigui commutatiu. Observem que, en cas d’existir, el morfisme g ha de
ser necessa`riament mo`nic i l’u´nic amb aquesta propietat.
Definicio´ 1.2.3. Per a cada A ∈ A , es defineix la classe de subobjectes de
A com
S(A) := Obj(M(A))/ ∼
on ∼ e´s la relacio´ d’equivale`ncia definida per l’isomorfisme de parells a M(A).
Diem que els objectes de S(A) so´n subobjectes de A. Si [(A
′
, f
′
)] ∈ S(A),
habitualment es posa A
′ ⊆ A. A me´s, podem dotar a S(A) amb una relacio´
d’ordre parcial de la manera segu¨ent: donats A
′
, A
′′ ⊆ A, diem que A′ esta`
contingut dins de A
′′
, i ho denotem per A
′ 4 A′′ , si existeix un morfisme de
parells g : (A
′
, f
′
) −→ (A′′ , f ′′). Tal i com s’ha comentat abans, notem que el
morfisme g : A
′ −→ A′′ ha de ser mo`nic i u´nic. Per la unicitat es dedueix que,
si addicionalment tenim que A
′′ 4 A′ , aleshores A′ = A′′ com a subobjectes
de A.
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Observacio´ 1.2.4. Siguin A
′
, A
′′ ⊆ A i considerem (A′ , f ′) i (A′′ , f ′′) dos
parells de M(A). Aleshores, les notacions A
′ ≡S(A) A′′ i f ′ ∼= f ′′ volen dir
exactament que [(A
′
, f
′
)] = [(A
′′
, f
′
)].
Dualitzant la definicio´ de subobjecte, s’obte´ la definicio´ d’objecte quocient.
Me´s concretament:
Definicio´ 1.2.5. Per a cada A ∈ A , es definineix la categoria E(A) de la
manera segu¨ent:
1. La classe d’objectes esta` formada pels parells (A
′
, f
′
), on f
′
: A A′ ∈
Hom(A ) e´s un epimorfisme amb domini A.
2. Un morfisme de parells g : (A
′
, f
′
) −→ (A′′ , f ′′) es defineix com un
morfisme g : A
′′ −→ A′ ∈ Hom(A ) que fa commutar el diagrama
A A
′′
A
′
f
′′
f
′
g
Com abans, si un tal g existeix, ha de ser e`pic i l’u´nic amb la propietat
demanada.
Ana`logament, es pot constru¨ır la classe d’objectes qu¨ocient:
Definicio´ 1.2.6. Per a cada A ∈ A , es defineix la classe d’objectes quocient
de A com
Q(A) := Obj(E(A))/ ∼
on ∼ e´s la relacio´ d’equivale`ncia definida per l’isomorfisme de parells a E(A).
Diem que els objectes de Q(A) so´n objectes quocient de A. Tambe´ e´s evident
que, com abans, podem dotar a Q(A) amb una relacio´ d’ordre parcial.
Sigui ara A ∈ A i considerem les aplicacions
KerA : Q(A) −→ S(A)[
(A
′
, f
′
)
] 7−→ KerA([(A′ , f ′)]) := [(Ker(f ′), ker(f ′))]
CokA : S(A) −→ Q(A)[
(A
′
, f
′
)
] 7−→ CokA([(A′ , f ′)]) := [(Coker(f ′), coker(f ′))]
E´s clar que aquestes aplicacions estan ben definides mo`dul isomorfisme, per
tant, a partir d’ara fem abu´s de notacio´ i suprimim els clauda`tors. A me´s,
1.2 Categories abelianes 25
tambe´ e´s evident que Ker• i Cok• so´n aplicacions que inverteixen l’ordre.
E´s a dir,
A
′ 4 A′′ =⇒ Ker(A′′) 4 Ker(A′)
A
′ 4 A′′ =⇒ Cok(A′′) 4 Cok(A′)
L’objectiu e´s provar que Ker• i Cok• so´n aplicacions inverses l’una de l’altra,
d’on es segu¨eix que hi ha una bijeccio´ natural entre les classes S(A) i Q(A)
que, per l’observacio´ anterior, e´s un anti-isomorfisme de reticles.
Proposicio´ 1.2.7. Sigui A ∈ A . Aleshores
CokA ◦KerA = IdQ(A)
KerA ◦CokA = IdS(A)
Demostracio´. Per dualitat, nome´s cal provar que CokAKerA = IdQ(A). Sigui
A
′ ⊆ A. Per definicio´, tenim que ker(coker(f ′)) = im(f ′). Per provar el que
ens demanen, hem de trobar un isomorfisme j : A
′ −→ Im(f ′) tal que el
diagrama
A
′
A
Im(f
′
)
f
′
j
im(f
′
)
sigui commutatiu. Considerem la factoritzacio´ de f
′
donada pel primer teo-
rema d’isomorfisme
Ker(f
′
) Coker(f
′
)
A
′
A
Coim(f
′
) Im(f
′
)
ker(f
′
)
coim(f
′
)
f
′
j
coker(f
′
)
f˜ ′
im(f
′
)
on j e´s el morfisme cano`nic de A
′
a Im(f ′). Com que f
′
e´s un monomorfisme,
Coim(f
′
) = A
′
i coim(f
′
) = 1A′ . Per tant, j = f˜
′ e´s un isomorfisme, per ser
A abeliana. 
Amb aquesta proposicio´ tenim, sense cap demostracio´ addicional, el corol·lari
segu¨ent:
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Corol·lari 1.2.8. Sigui A una categoria abeliana. Aleshores, tot monomor-
fisme e´s el nucli del seu conucli i, dualment, tot epimorfisme e´s el conucli del
seu nucli.
Si A
′ ⊆ A, denotem per A/A′ l’objecte quocient de A que es correspon
amb A
′
via la bijeccio´ 1.2.7. Rec´ıprocament, si A
′′
e´s un objecte quocient
de A, denotem per A\A′′ el subobjecte de X que esta` amb corresponde`ncia
bijectiva amb A
′′
.
1.2.2 Definicio´ alternativa de categoria abeliana
La definicio´ que acabem de donar pot no ser la me´s indicada a l’hora de
verificar si una certa categoriaA e´s abeliana. Per tant, e´s convenient disposar
d’una definicio´ equivalent. La que donem aqu´ı e´s la que va proposar P. Freyd
a [7]:
Proposicio´ 1.2.9. Sigui A una categoria. Aleshores, A e´s abeliana si i
nome´s si satisfa` les propietats segu¨ents:
• A 0. A te´ un objecte zero.
• A 1. Per a tot parell d’objectes, sempre existeix el seu producte.
• A 1∗. Per a tot parell d’objectes, sempre existeix el seu coproducte.
• A 2. Tot morfisme te´ nucli.
• A 2∗. Tot morfisme te´ conucli.
• A 3. Tot monomorfisme e´s el nucli del seu conucli.
• A 3∗. Tot epimorfisme e´s el conucli del seu nucli.
Demostracio´. =⇒ Suposem que A e´s abeliana. Gra`cies al corol·lari 1.2.8,
A satisfa` l’axioma A 3, i la resta d’axiomes es satisfan per hipo`tesi.
⇐= La implicacio´ rec´ıproca no la fem. El lector interessat pot consultar
[7], §2, on es desenvolupen tots els detalls amb precisio´.

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1.2.3 Monomorfismes i Epimorfismes
En general, provar que un morfisme e´s mo`nic\e`pic a partir de la definicio´
no e´s gaire pra`ctic. No obstant, treballar amb categories abelianes do´na
caracteritzacions me´s agradables:
Proposicio´ 1.2.10. Siguin A una categoria abeliana i f ∈ Hom(A ) un
morfisme. Aleshores:
1. f e´s mo`nic si i nome´s si per a tot morfisme e que compleix f ◦ e = 0,
es te´ que e = 0.
2. f e´s e`pic si i nome´s si per a tot morfisme g que compleix g ◦ f = 0, es
te´ que g = 0.
Demostracio´. Per dualitat, nome´s cal provar la primera part. Tenim que f e´s
un monomorfisme sii e´s cancel·lable per l’esquerra, e´s a dir, si per a tot parell
de morfismes g i h tals que f ◦ g = f ◦ h, aleshores g = h. Com que podem
sumar i restar morfismes, l’u´ltima equacio´ equival a dir que si f(g − h) = 0,
aleshores g − h = 0, d’on es dedueix el resultat. 
Corol·lari 1.2.11. Amb les mateixes hipo`tesis que a la proposicio´ anterior,
es te´ el segu¨ent:
1. f e´s mo`nic si i nome´s si ker(f) = 0.
2. f e´s e`pic si i nome´s si coker(f) = 0.
Demostracio´. Un altre cop, per dualitat, nome´s cal provar la primera equi-
vale`ncia. Usem la caracteritzacio´ de 1.2.10: =⇒ E´s evident, ja que f ◦
ker(f) = 0 per definicio´.
⇐= Sigui e tal que f ◦ e = 0. Per definicio´ de nucli de f , existeix un u´nic
h fent commutatiu el diagrama
Ker(f) A B
C
ker(f) f
∃!h e
Per tant, 0 = h ◦ ker(f) = e. 
Finalment, caracteritzem els isomorfismes de les categories abelianes. En
general, sabem que ser isomorfisme implica ser mo`nic i e`pic, pero` el rec´ıproc
no e´s cert. Per exemple, a la categoria Rings d’anells amb unitat, el morfisme
d’inclusio´ Z ↪→ Q e´s e`pic i mo`nic, pero` no e´s un isomorfisme. Aixo` no pot
passar quan treballem amb una categoria abeliana:
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Lema 1.2.12. Sigui A una categoria qualsevol. Si l’equalitzador de dos
morfismes e´s un epimorfisme, aleshores e´s un isomorfisme.
Demostracio´. Siguin g, h ∈ A (A,B) dos morfismes i f = lim←−
(
A B
)g
h
el seu equalitzador. Tenim que f iguala els morfismes per l’esquerra, e´s a
dir, que f ◦ g = f ◦ h. Ara be´, com que f e´s un epimorfisme, la igualtat
anterior implica que g = h. Per tant, el morfisme identitat tambe´ e´s un
equalitzador de g i h. Per la universalitat, existeix un u´nic isomorfisme ϕ tal
que 1A ◦ ϕ = f . Per tant, l’equalitzador e´s un isomorfisme. 
Corol·lari 1.2.13. Sigui A una categoria abeliana. Aleshores, tot morfisme
que sigui mo`nic i e`pic a la vegada e´s un isomorfisme.
Demostracio´. Sigui f ∈ A (A,B) un morfisme que e´s alhora mo`nic i e`pic.
Com que A e´s abeliana, usant la definicio´ alternativa vista a la proposicio´
1.2.9, tenim que
f = ker(coker(f)) = lim←−
(
B(f) C
)
coker
0
e´s l’equalitzador dels morfismes coker(f) i 0.

1.2.4 Exemples de cateogries abelianes
En aquesta seccio´, donem exemples fonamentals de categories abelianes i
discutim la verificacio´ dels axiomes de la definicio´ 1.2.1.
1.2.4.1 Les categories Ab i R−Mod
Les categories Ab i R−Mod so´n abelianes, com era d’esperar. En efecte,
ja hem vist que so´n additives a 1.1.1. Nome´s resta verificar els axiomes Ab
Cat 1 i Ab Cat 2 per als R-mo`duls, ja que es te´ l’equivale`ncia de categories
Ab ∼= Z−Mod. E´s clar que tot morfisme de R-mo`duls te´ nucli i conucli:
donat un morfisme f ∈ HomR(M,N), els morfismes
i : Ker(f) ↪→ M
x 7−→ x
pi : N  N/Im(f)
x 7−→ [x]
so´n el nucli i conucli de f , respectivament. Aqu´ı, Ker(f) = {x ∈M : f(x) =
0} i N/Im(f) = {x+ Im(f) : x ∈ N} so´n els submo`duls habituals. La prova
del primer teorema d’isomorfisme e´s elemental. Tot i aixo`, la recordem:
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primer observem que donat M
′ ⊆ M un submo`dul amb M ′ ⊆ Ker(f),
existeix un u´nic morfisme f˜ que fa commutar el diagrama segu¨ent:
M N
M/M
′
Im(f)
f
pi
f˜
i
En efecte, e´s clar que
f˜ : M/M
′ −→ Im(f)
[x] 7−→ f˜([x]) := f(x)
esta` ben definit, e´s un morfisme de R-mo`duls i e´s l’u´nic amb la propietat
demanada. E´s exhaustiu, ja que Im(f˜) = Im(f). Si prenem M ′ = Ker(f),
el morfisme es injectiu: sigui [x] ∈ M/Ker(f) tal que f˜([x]) = f(x) = 0.
Aixo` e´s equivalent a dir que x ∈ Ker(f), que equival a dir que [x] = [0].
1.2.4.2 La categoria dels grups abelians topolo`gics TopAb
Hem vist a 1.1.1 que es tracta d’una categoria additiva. Tot morfisme ϕ ∈
TopAb(X, Y ) te´ nucli i conucli: ker(ϕ) e´s el nucli de ϕ com a morfisme de
grups amb Ker(ϕ) dotat de la topologia indu¨ıda per X. Aixo` e´s fa`cil de
veure: si Ker(ϕ) te´ la topologia de subespai, aleshores ker(ϕ) e´s continu
per definicio´. A me´s, per a qualsevol u ∈ TopAb(Z,X), l’u´nic morfisme
de grups h que fa commutar el diagrama habitual, e´s a dir, que compleix
ker(f) ◦ h = u, e´s continu gra`cies a la topologia indu¨ıda (o de subespai) en
Ker(ϕ) per X. Dit d’una altra manera, gra`cies a la propietat universal de
la topologia de subespai. Per l’altra banda, coker(ϕ) e´s el morfisme de pas
al quocient pi : Y −→ Y/ϕ(X) amb codomini dotat de la topologia quocient.
Vegem que e´s cert comprovant la propietat universal: clarament piϕ = 0 i
per a cada v ∈ TopAb(Y, Z) amb vϕ = 0, nome´s cal considerar el morfisme
v˜ : Y/ϕ(X) −→ Z
[y] 7−→ v˜([y]) := v(y)
Les comprovacions per veure que realment e´s un morfisme de TopAb so´n
rutina`ries. En primer lloc, cal veure que esta` ben definit: si tenim x, y ∈ Y
amb x ∼ y, aleshores passa que x − y ∈ ϕ(X). Per hipo`tesi tenim que
ϕ(X) ⊂ Ker(v), pero` per continu¨ıtat de v els punts de la clausura de ϕ(X)
tambe´ van a zero. Per tant, v(x− y) = 0 i v˜ esta` ben definit. O`bviament e´s
un morfisme de grups, e´s l’u´nic que fa commutar el diagrama habitual i la
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continu¨ıtat ens l’assegura la propietat universal de la topologia quocient.
Que ens hagi sortit una adhere`ncia dividint a l’hora de trobar el conucli fa
pensar que el fet que la imatge sigui tancada o no determina si tenim el
primer teorema d’isomorfisme. Considerem la descomposicio´ cano`nica de ϕ
com a morfisme de grups, ignorant per un moment les topologies:
X Y
X/Ker(ϕ) Im(ϕ)
ϕ
pi
ϕ¯
i
Aqu´ı, tenim que el morfisme cano`nic ϕ¯ e´s un isomorfisme de grups. Recupe-
rant les topologies, podem ampliar el diagrama
X Y
Im(ϕ)
X/Ker(ϕ) Im(ϕ)
ϕ
pi
i′′
ϕ¯
ϕ¯
i
i′
Ara be´, si ϕ¯ fos un homeomorfisme, en particular seria un isomorfisme de
grups. Per tant, com que ϕ¯ = i
′
ϕ¯, tindr´ıem que i
′
tambe´ ho seria. Aleshores,
necessa`riament Im(ϕ) = Im(ϕ). Per tant, el morfisme cano`nic no pot ser
un isomorfisme si Im(ϕ) no e´s un tancat de Y . I si ho e´s, que` en podem
dir? La resposta e´s que, malauradament, no tenim res garantit: considerem
l’aplicacio´
IdR : ((R,+), Tdis) −→ ((R,+), Tord)
amb la topologia discreta al domini i la usual al codomini. E´s un morfisme de
grups abelians continu, per tant e´s un morfisme de grups abelians topolo`gics.
Te´ nucli i conucli trivial, pero` clarament no e´s un isomorfisme: la inversa no
e´s cont´ınua.
1.2.4.3 La categoria dels grups abelians filtrats FiltrAb
Els objectes d’aquesta categoria so´n grups abelians X juntament amb una
filtracio´ de X, e´s a dir, una successio´ creixent de subgrups · · · ⊂ F iX ⊂
F i+1X ⊂ · · · ⊂ X que denotem per {F iX}. Es defineix el conjunt de
morfismes com
FiltrAb(X, Y ) := {ϕ ∈ Ab(X, Y ) : ϕ(F iX) ⊂ F iY ∀i}
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Denotem per F iϕ : F iX −→ F iY la restriccio´ del morfisme de grups ϕ al
subgrup F iX. Tot morfisme te´ nucli i conucli: sigui ϕ ∈ FiltrAb(X, Y ). El
seu nucli e´s el nucli de ϕ com a morfisme de grups. Ara be´, cal que el nucli
estigui a la categoria, e´s a dir, cal donar un filtracio´ del grup Ker(ϕ). E´s
immediat verificar que la filtracio´ ve donada per {Ker(F iϕ)} i que el mor-
fisme ker(ϕ) la respecta. Ana`logament, el conucli de ϕ e´s el seu conucli com
a morfisme de grups, amb {F iY/F iY ∩ ϕ(X)} com a filtracio´.
No obstant, aquesta categoria no e´s abeliana. Per veure-ho, el que farem e´s
donar un morfisme amb nucli i conucli zero, pero` que no sigui un isomorfisme
de la categoria. Sigui X un grup amb dues filtracions {F i1X} i {F i2X} tals
que F i1X ⊂ F i2X ∀i. Sigui ϕ el morfisme identitat en X. Evidentment, aquest
morfisme te´ nucli i conucli trivial. No obstant, e´s suficient donar un parell de
filtracions de X diferents (e´s a dir, tals que existeixi un i amb F i1X 6= F i2X)
per veure que ϕ no pot ser un isomorfisme (ja que no respecta les filtracions).
Per tant, la categoria FiltrAb no e´s abeliana.
1.2.4.4 Les categories dels espais de Banach: Ban1 i Ban∞
Primer considerem la categoria dels espais de Banach Ban∞. A 1.1.1 ja hem
vist que e´s additiva, pero` el problema e´s que no e´s abeliana. El que falla
e´s semblant al que succeeix a TopAb. Tot operador lineal continu te´ nu´cli
i conucli: donat T ∈ L (E,F ), ker(f) e´s el nucli habitual. Per veure-ho,
observem que Ker(f) e´s un tancat de E i, per tant, e´s un espai de Banach
per restriccio´ de la norma de E. L’aplicacio´ inclusio´ e´s cont´ınua i la resta de
propietats es segueixen fa`cilment.
Abans de passar al conucli, fem un recordatori:
Proposicio´ 1.2.14. Sigui (E, ‖.‖E) un espai de Banach i M ⊂ E un subespai
tancat. Aleshores, l’espai vectorial quocient E/M e´s un espai de Banach amb
la norma
‖[x]‖E/M := infm∈M ‖x+m‖E
Demostracio´. Primer vegem que es tracta d’una norma. E´s clar que ‖[x]‖E/M ≥
0 i que els escalars surten fora de la norma amb valor absolut. Si x ∈ E e´s tal
que ‖[x]‖E/M = 0, aleshores d(x,M) = 0. En general, si (X, d) e´s un espai
me`tric i A ⊆ X e´s un subconjunt, e´s ben conegut que podem caracteritzar
la seva clausura com A = {x ∈ X : d(x,A) = 0}. Per tant, x ∈M = M , que
equival a dir que [x] = [0]. Finalment, utilitzant la desigualtat triangular de
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la norma a E, tenim que
‖[x] + [y]‖E/M = infm∈M ‖x+ y +m‖E = infm,n∈M ‖x+m+ y + n‖E
≤ inf
m,n∈M
‖x+m‖E + ‖y + n‖E = infm∈M ‖x+m‖E + infn∈M ‖y + n‖E
= ‖[x]‖E/M + ‖[y]‖E/M
Per tant, (E/M, ‖.‖E/M) e´s un espai normat. Per veure que e´s de Banach,
sigui ([xn]) una successio´ de Cauchy a E/M . Per veure que ([xn]) e´s conver-
gent, e´s suficient trobar una parcial de ([xn]) que ho sigui. Com que ([xn])
e´s de Cauchy a E/M , e´s senzill construir una parcial ([xnk ]) satisfent∥∥[xnk+1 ]− [xnk ]∥∥E/M < 12k
per a tot k ∈ N. Per definicio´ de la norma a E/M , existeix una successio´
(mk) ⊆M tal que ∥∥xnk+1 − xnk −mk∥∥E < 12k (1.6)
Sigui (yk) ⊆ M amb y1 = 0 i yk ∈ M ∀k tal que mk = yk+1 − yk. Per 1.6,
la successio´ (xnk − yk) e´s de Cauchy. Com que E e´s de Banach, convergeix
cap a x∗ ∈ E. Per tant, per la continu¨ıtat de la projeccio´ pi : E  E/M ,
concloem que
lim
k→∞
[xnk ] = lim
k→∞
[xnk − yk] =
[
lim
k→∞
(xnk − yk)
]
= [x∗]
Per tant, ([xn]) e´s convergent a E/M . 
A partir d’ara, assumim que tots els espais vectorials quocient venen equi-
pats amb aquesta norma (sempre que es compleixin les hipo`tesis necessa`ries,
naturalment).
El conucli porta una mica me´s de feina. Per tant, potser val la pena fer-lo
amb me´s detall. Per qu¨estio´ de simplicitat, posem M := F/Im(T ). Afirmem
que l’aplicacio´
pi : F −→ F/M
x 7−→ [x]M
e´s el conucli de T . Obviament pi e´s continu i satisfa` piT = 0. Sigui G ∈
L (F,H) tal que GT = 0. Considerem l’aplicacio´
Ψ: F/M −→ H
[y]M 7−→ Ψ([y]M) := G(y)
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Evidentment, Ψ e´sta` ben definida (e´s ana`leg al cas de TopAb) i e´s lineal. El
problema e´s que, en general, la topologia de l’espai F/M indu¨ıda per la norma
que hem definit abans no te´ perque` coincidir amb la topologia quocient. Per
tant, no podem aplicar la propietat universal per deduir-ne la continu¨ıtat.
Per sort, pero`, nome´s cal veure que Ψ e´s un operador fitat:
‖Ψ‖L (F/M,H) = sup
[y]M ∈ F/M
[y]M 6= [0]M
‖Ψ([y]M)‖H
‖[y]M‖F/M
= sup
[y]M ∈ F/M
[y]M 6= [0]M
‖G(y)‖H
‖[y]M‖F/M
= (∗)
Ara be´, tenim que M ⊆ Ker(G) =: N . Per tant, F/M  F/N e´s un
epimorfisme. Denotant per [y]N la classe de y ∈ F a F/N , obtenim
(∗) ≤ sup
[y]N ∈ F/N
[y]N 6= [0]N
‖G(y)‖H
‖[y]N‖F/N
=
∥∥G¯∥∥
L (F/N,H)
on G¯ e´s l’u´nica aplicacio´ que fa commutar el diagrama
F H
F/N
G
p¯i
∃! G¯
E´s evident que G¯ e´s lineal. Si veiem que
∥∥G¯∥∥
L (F/N,H)
≤ ‖G‖L (F,H) haurem
acabat. De fet, es te´ la igualtat:
≤ Siguin [x] ∈ F/N i y ∈ [x]. Aleshores,∥∥G¯([x])∥∥
H
= ‖G(y)‖H ≤ ‖G‖L (F,H) ‖y‖F
Per tant ∥∥G¯([x])∥∥
H
≤ ‖G‖L (F,H) inf
y∈[x]
‖y‖F = ‖G‖L (F,H) ‖[x]‖F/N
≥ Per veure la igualtat,
‖G‖L (F,H) =
∥∥G¯pi∥∥
L (F,H)
≤ ∥∥G¯∥∥
L (F,H)
‖pi‖L (F,F/N) ≤
∥∥G¯∥∥
L (F,H)
ja que ‖pi‖L (F,F/N) ≤ 1. Per tant, Ψ ∈ L (F/M,H).
En canvi, el morfisme cano`nic
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T˜ : F/Ker(T ) −→ Im(T )
[x] 7−→ T (x)
pot no ser un isomorfisme. Aqu´ı no podem aplicar el raonament que hem
fet amb TopAb. El que fem e´s caracteritzar, en general, els epimorfismes de
Ban∞:
Proposicio´ 1.2.15. Sigui f ∈ L (E,F ) un operador lineal continu. Alesho-
res, f e´s un epimorfisme de Ban∞ si i nome´s si Im(f) e´s dens a F .
Demostracio´. =⇒ Siguin g, h ∈ L (F,H)
E F H
f g
h
tals que gf = hf . Sigui x ∈ F i prenem  > 0 qualsevol. Per densitat, existeix
un y ∈ F tal que y = f(z) per algun z ∈ E amb ‖x− y‖F < / ‖g − h‖L (E,F ).
Aleshores,
‖(g − h)(x)‖H
g(y)=h(y)︷︸︸︷
= ‖(g − h)(x− y)‖H ≤ ‖g − h‖L (E,F ) ‖x− y‖F < 
Com que  e´s arbitrari, es te´ que g(x) = h(x). Com que aixo` val per a tot
x ∈ F , tenim que g = h i, per tant, f e´s un epimorfisme.
⇐= Rec´ıprocament, suposem que Im(f) ( F . En consequ¨e`ncia, F/Im(f)
e´s un espai de Banach no trivial. Prenem g, h ∈ L (F, F/Im(f)) definits per
g := pi la projeccio´ cano`nica i h := 0 el morfisme zero. Per la no trivialitat de
l’espai quocient, tenim que g 6= h. En canvi, les composicions gf = hf = 0
so´n iguals, una contradiccio´ amb el fet que f sigui un epimorfisme. Per tant,
Im(f) e´s dens a F . 
Per tant, Ban∞ no e´s abeliana.
Ana`logament, Ban1 tampoc e´s abeliana, per la mateixa rao´ que Ban∞.
Observacio´ 1.2.16. Les categories Ban∞, Ban1 i TopAb so´n categories pre-
additives, e´s a dir, categories additives que tenen nu´clis i conuclis. Per tant,
so´n abelianes si i nome´s si te´ lloc el primer teorema d’isomorfisme.
1.2.5 Exemples addicionals
En aquesta seccio´ s’introdueixen categories diferents a les habituals i es de-
mostra que, efectivament, so´n abelianes.
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Abans d’introduir el primer exemple (i tambe´ per a futures definicions), cal
tenir present el concepte de preordre i com el podem pensar de manera ca-
tego`rica:
Recordem que un preordre e´s un parell (I,) on I e´s un conjunt no buit i
 e´s una relacio´ bina`ria sobre I reflexiva i transitiva. Tot preordre defineix
una categoria: els objectes so´n els elements del conjunt I i els morfismes es
defineixen de la manera segu¨ent: donats i, j ∈ I, posem
u : i −→ j ⇐⇒ i  j.
La reflexivitat i la transitivitat fan que aquesta construccio´ sigui una catego-
ria. Rec´ıprocament, sigui I una categoria petita amb |I(i, j)| ≤ 1 per a tot
parell d’objectes i, j ∈ I. Aleshores, la relacio´ bina`ria
∀i, j ∈ I, x ∼ y ⇐⇒ I(i, j) 6= ∅
e´s una relacio´ reflexiva i transitiva. Per tant, defineix un preordre (I,).
1.2.5.1 Les categories de feixos i prefeixos sobre un espai topolo`gic
Ens centrem amb les categories de feixos i prefeixos sobre un espai topolo`gic
a valors a la categoria de grups abelians Ab. La prova de que la categoria de
prefeixos e´s abeliana e´s bastant senzilla, pero` la prova per al cas dels feixos
e´s me´s complexa i no la fem amb tots els detalls, simplement comentem els
aspectes me´s importants, sense demostracio´. Els detalls de la construccio´ es
poden trobar, per exemple, a [19].
Definicio´ 1.2.17. Sigui (X, T ) un espai topolo`gic. Considerant l’ordre par-
cial definit per la inclusio´, podem veure el conjunt d’oberts de X, T , com
una categoria, segons l’observacio´ pre`via. Amb aquestes consideracions, un
prefeix sobre X e´s un functor F ∈ Funct(T o,Ab). Posem PSh(X) :=
Funct(T o,Ab) i l’anomenem categoria de prefeixos sobre X.
E´s a dir, per a cada obert U ⊆ X tenim un grup abelia` F (U) ∈ Ab i per
a cada morfisme d’inclusio´ U ↪→ V , amb U, V ⊆ X oberts tals que U ⊆ V ,
tenim un morfisme de grups abelians resU,V : F (V ) −→ F (U) anomenat
morfisme de restriccio´. Per a cada obert U ⊆ X, diem que els elements de
F (U) so´n seccions. Si f ∈ F (V ) e´s una seccio´, denotem la seva restriccio´
per resU,V (f) := f |U , seguint l’analogia amb la restriccio´ de funcions. La
functorialitat es tradueix a les propietats segu¨ents:
1. Per a tot U ⊆ X, el morfisme de restriccio´ resU,U e´s la identitat en
F (U).
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2. Si tenim una cadena d’oberts U ⊆ V ⊆ W , aleshores
resU,W = resU,V resV,W .
Els prefeixos me´s interessants so´n aquells que satisfan, dit d’una manera
senzilla, bones propietats d’enganxament. E´s a dir:
Definicio´ 1.2.18. Sigui (X, T ) un espai topolo`gic i sigui F ∈ Funct(T o,Ab)
un prefeix sobre X. Diem que F e´s un feix sobre X si satisfa` els axiomes
segu¨ents:
1. Axioma de localitat. Si U ∈ T e´s tal que U = ⋃i∈I Ui amb Ui ∈ T
∀i ∈ I (e´s a dir, si (Ui)i∈I e´s un recobriment obert de U) i si f, g ∈ F (U)
so´n seccions tals que les seves restriccions als oberts del recobriment
coincideixen, e´s a dir, si f |Ui = g|Ui ∀i ∈ I, aleshores f = g.
2. Axioma d’enganxament. Si (Ui)i∈I e´s un recobriment obert d’un
obert U ∈ T tal que per a cada i ∈ I tenim una seccio´ fi ∈ F (Ui)
tal que per a tot i, j ∈ I les seccions fi i fj coincideixen a les super-
posicions, e´s a dir, si fi|Ui∩Uj = fj|Ui∩Uj , aleshores existeix una seccio´
f ∈ F (U) tal que f |Ui = fi per a tot i ∈ I.
Els feixos sobre X juntament amb les transformacions naturals formen una
categoria, que denotem per Sh(X).
Exemple 1.2.19. Sigui (M, T ,A) una varietat diferenciable, e´s a dir, amb
estructura diferenciable A de classe C∞. Donat U ⊆ M obert, per a cada
k ∈ N considerem el grup abelia` Ωk(U) de les k-formes diferencials sobre U .
De fet, sabem que te´ estructura de C∞(U)-mo`dul. Aleshores, la famı´lia de
functors
Fk : T o  Ab
U 7−→ Ωk(U)
U ↪→ V 7−→ resU,V : Ωk(V ) −→ Ωk(U)
defineix una famı´lia de feixos sobre M . Ana`logament, si per a cada obert
U ⊆M considerem el grup abelia` C∞(U) de les funcions diferenciables sobre
U , obtenim una altra famı´lia de feixos. En aquests exemples, els morfismes
de restriccio´ so´n els habituals.
Tot seguit, provem el resultat esperat. De fet, el que fem e´s donar la prova
d’un resultat una mica me´s general:
Proposicio´ 1.2.20. Sigui A una categoria abeliana i I una categoria petita.
Aleshores, la categoria Funct(I ,A ) tambe´ e´s abeliana.
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Demostracio´. Per fer la demostracio´ utilitzem la definicio´ equivalent de ca-
tegoria abeliana, vista a la proposicio´ 1.2.9. La prova e´s bastant senzilla,
ja que tot es redueix a definir les coses puntualment i aprofitar que A e´s
abeliana. Nome´s donem la prova de la meitat dels axiomes, ja que la prova
dels axiomes duals e´s similar.
A0. Com que A e´s abeliana, en particular te´ un objecte zero. Sigui 0 ∈ A
aquest objecte escollint, com sempre, un representant de la classe d’isomor-
fisme. Aleshores, el functor
0 : I  A
i 7−→ 0
e´s l’objecte zero, com es comprova fa`cilment.
A1. Per a cada parell de functors F1, F2 ∈ Funct(I ,A ), es defineix el
functor
F1
∏
F2 : I  A
i 7−→ (F1
∏
F2)(i) := F1(i)
∏
F2(i)
f 7−→ (F1
∏
F2)(f) :=
(
F1(f) 0
0 F2(f)
)
Clarament esta` ben definit, pel fet de ser A abeliana. La functorialitat e´s
immediata.
A2. Sigui α : F1 =⇒ F2 ∈ HomFunct(I ,A )(F1, F2) una transformacio´ na-
tural de functors. Com que A e´s abeliana, per a cada i ∈ I existeix el
nu´cli del morfisme αi : F1(i) −→ F2(i). Sigui K(i) := Ker(αi) aquest nucli.
Aleshores, per a tot morfisme f ∈ I (i, j), tenim el diagrama segu¨ent:
K(i) F1(i) F2(i)
K(j) F1(j) F2(j)
ker(αi)
F1(f)
αi
F2(f)
ker(αj) αj
Per la propietat universal del nucli, existeix un u´nic morfisme γi tal que el
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diagrama
K(i) F1(i) F2(i)
K(j) F1(j) F2(j)
γi
ker(αi)
F1(f)
αi
F2(f)
ker(αj) αj
e´s commutatiu. En consequ¨e`ncia, el functor
K : I  A
i 7−→ K(i) := Ker(αi)
f : i −→ j K(f) := γi
defineix una transformacio´ natural β : K =⇒ F1 que ve donada compo-
nent a component pels nuclis dels αi, e´s a dir, la famı´lia de morfismes
{βi : K(i) −→ F1(i)}i∈I ve definida per βi := ker(αi). A me´s, e´s clar que la
transformacio´ β : K =⇒ F1 satisfa` la propietat universal del nucli.
A3. Nome´s resta veure que tot monomorfisme e´s el nucli del seu conucli:
sigui α : F1 =⇒ F2 una transformacio´ natural de functors que e´s un mono-
morfisme a Funct(I ,A ). La construccio´ de la prova de A2. ens diu que
α e´s un monomorfisme si i nome´s si cada component ho e´s, d’on es dedueix
el resultat pel fet de ser A abeliana. 
Corol·lari 1.2.21. Sigui (X, T ) un espai topolo`gic. Aleshores, la categoria
PSh(X) de prefeixos sobre X e´s abeliana.
Demostracio´. Per definicio´, PSh(X) = Funct(T o,Ab) i el resultat es segu¨eix
de 1.2.20 amb T o = I i A = Ab. 
En aquest punt, e´s natural preguntar-se si la categoria de feixos sobre X,
Sh(X), tambe´ e´s abeliana. La resposta e´s afirmativa, pero` les coses funcionen
una mica diferent:
Proposicio´ 1.2.22. Siguin (X, T ) un espai topolo`gic i α : F =⇒ G ∈
HomPsh(X)(F,G) un morfisme de prefeixos. Aleshores, α e´s un epimorfisme
si i nome´s si per a tot obert U ∈ T , el morfisme α(U) : F (U) −→ G(U) e´s
e`pic.
Demostracio´. Es dedueix de manera ana`loga a la deduccio´ que hem fet a
1.2.20 per al cas mo`nic. 
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Ara be´, donat α : F =⇒ G un morfisme de feixos, quan podem dir que e´s un
epimorfisme? La resposta ens la diu la segu¨ent proposicio´, que donem sense
demostracio´:
Proposicio´ 1.2.23. Siguin (X, T ) un espai topolo`gic i α : F =⇒ G ∈
HomSh(X)(F,G) un morfisme de feixos. Aleshores, α e´s un epimorfisme
si i nome´s si es te´ la propietat segu¨ent: per a tot obert U ∈ T i per a tot
x ∈ U , existeix un obert V ∈ T amb x ∈ V ⊆ U tal que el morfisme
α(V ) : F (V ) −→ G(V ) e´s e`pic.
Un exemple cla`ssic que il·lustra be´ i de manera senzilla aquestes difere`ncies
e´s el segu¨ent:
Exemple 1.2.24. Sigui X = C amb la topologia ordina`ria i considerem el
feix de les funcions holomorfes. E´s a dir, per a cada obert U , definim el grup
abelia`
O(U) := {f : U ⊆ C −→ C : f e´s holomorfa a U}
i considerem el morfisme de feixos que, definit component a component, ve
donat per la diferenciacio´ complexa:
d(U) : O(U) −→ O(U)
f 7−→ d(U)(f) := df
dz
Per a tot z ∈ C, la teoria de funcions de variable complexa assegura que
tota funcio´ holomorfa sobre U te´ primitiva en un disc obert D(z, r) ⊆ U amb
r > 0 prou petit. Per tant, segons la proposicio´ 1.2.23, d e´s exhaustiu com
a morfisme de feixos. En canvi, si prenem U ⊆ C un obert que no sigui
simplement connex, podem trobar funcions que no tenen primitiva holomorfa
a U . En efecte, considerem l’obert U de C definit per
U := C \ {0}
Aleshores, la funcio´
f : U ⊆ C −→ C
z 7−→ f(z) := 1
z
no te´ primitiva holomorfa a U . Per provar aquest fet, raonem per reduccio´ a
l’absurd: suposem que existex una funcio´ F : U ⊆ C −→ C holomorfa tal que
F
′
(z) =
1
z
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a l’obert U . Aleshores, per la regla de barrow o segon teorema fonamental
del ca`lcul, la integral sobre tot contorn tancat contingut a U val zero. En
particular, la integral de f sobre la circumfere`ncia unitat∫
S1
f(z)dz = 0
e´s nul·la. No obstant, si considerem la parametritzacio´ de S1 donada per
γ(t) := eit amb t ∈ [0, 2pi], obtenim que∫
S1
f(z)dz =
∫ 2pi
0
idz = 2pii
una contradiccio´ en tota regla. Per tant, f no te´ primitiva holomorfa a U i,
per la proposicio´ 1.2.22, d no pot ser un epimorfisme de prefeixos.
Com a consequ¨e`ncia de les proposicions 1.2.22 i 1.2.23 tenim que, donat un
espai topolo`gic (X, T ) i un morfisme de prefeixos α : F =⇒ G, la transfor-
macio´ natural
(coker(α))(U) := coker(αU : F (U) −→ G(U))
e´s un conucli de α a PSh(X) pero` no a Sh(X). El que cal fer e´s considerar
la feixitzacio´:
Proposicio´ 1.2.25. Per a cada prefeix F ∈ PSh(X), existeix un feix aF ∈
Sh(X) anomenat feixitzacio´ de F i un morfisme de prefeixos α : F =⇒ aF
verificant la propietat universal segu¨ent: per a qualsevol feix G i qualsevol
morfisme de prefeixos β : F −→ G, existeix un u´nic morfisme de feixos γ tal
que el diagrama
F G
aF
β
α ∃! γ
e´s commutatiu. Equivalentment, el functor inclusio´
i : Sh(X) ↪→ PSh(X)
admet un functor adjunt
a : PSh(X) Sh(X)
Aleshores, ja tenim resolt el problema de trobar els conuclis a Sh(X):
Proposicio´ 1.2.26. Per a cada feix f ∈ Hom(Sh(X)), sigui coker(f)p el
conucli de f a PSh(X). Aleshores, el feix
coker(f) := acoker(f)p
e´s un conucli de f a Sh(X).
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1.2.5.2 La categoria de complexos de cadenes
Sigui A una categoria abeliana. La categoria amb la que treballarem no e´s
res me´s que la generalitzacio´ de la categoria de complexos de R-mo`duls, ben
coneguda per facilitar el ca`lcul dels grups d’homologia.
Definicio´ 1.2.27. Un complex de cadenes (A•, ∂•) a A (Z-graduat) e´s una
famı´lia d’objectes {An}n∈Z i de morfismes {∂n : An −→ An−1}n∈Z de A
. . . A2 A1 A0 A−1 . . .
∂3 ∂2 ∂1 ∂0 ∂−1
tals que ∂n∂n+1 = 0 ∀n ∈ Z. Els morfismes s’anomenen aplicacions di-
ferencials. Habitualment, s’ometen les diferencials i simplement es posa
(A•, ∂•) = A•, sempre que aquest fet no doni lloc a cap tipus de confusio´.
Definicio´ 1.2.28. Siguin A• i B• dos complexos de cadenes. Un morfisme de
complexos f• : A• −→ B• e´s una famı´lia de morfismes {fn : An −→ Bn}n∈Z
de A tal que el diagrama
. . . An+1 An An−1 . . .
. . . Bn+1 Bn Bn−1 . . .
∂An+2
fn+1
∂An+1
fn
∂An
fn−1
∂An−1
∂Bn+2 ∂
B
n+1 ∂Bn ∂
B
n−1
e´s commutatiu, e´s a dir, que es verifiquen les igualtats
fn−1∂An = ∂
B
n fn
per a tot n ∈ Z.
Amb aquestes construccions, podem definir la categoria que ens interessa:
Definicio´ 1.2.29. Els complexos de cadenes, juntament amb els morfismes
de complexos, defineixen una categoria que anomenem la categoria de com-
plexos de cadenes sobre A i la denotem per C(A ).
Per demostrar que aquesta categoria e´s abeliana, cal introdu¨ır una nova cons-
truccio´ amb complexos de cadenes:
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Definicio´ 1.2.30. Siguin A•, B• ∈ C(A ) dos complexos de cadenes. Diem
que A• e´s un subcomplex de B• si An ⊆ Bn ∀n ∈ Z (e´s a dir, si tot An e´s un
subobjecte de Bn) i si la diferencial de A• e´s la restriccio´ de la diferencial de
B•, e´s a dir, que si per a cada n ∈ Z escollim in : An Bn un monomorfisme,
el diagrama
. . . An+1 An An−1 . . .
. . . Bn+1 Bn Bn−1 . . .
∂An+2
in+1
∂An+1
in
∂An
in−1
∂An−1
∂Bn+2 ∂
B
n+1 ∂Bn ∂
B
n−1
e´s commutatiu per a tot n ∈ Z, que equival a dir que els monomorfismes
{in : An Bn}n∈Z defineixen un morfisme de complexos i• : A• −→ B•. En
aquest cas, podem considerar la famı´lia d’objectes quocient {Bn/An}n∈Z i
la successio´ de diferencials evident indu¨ıda per ∂A• . Aquesta construccio´
do´na lloc a un nou complex de cadenes, que denotem per B/A i l’anomenem
complex quocient.
Aleshores, si f• : A• −→ B• e´s un morfisme de complexos, la famı´lia de nuclis
{Ker(fn)}n∈Z defineix subcomplex de A• denotat per Ker(f•) i la famı´lia
de conuclis {coker(fn)}n∈Z defineix un complex quocient de B• denotat per
Coker(f•). Aquestes notacions so´n consistents, segons la proposicio´ segu¨ent:
Proposicio´ 1.2.31. Sigui f• : A• −→ B• un morfisme de complexos. Ales-
hores, els complexos Ker(f•) i Coker(f•) so´n el nucli i conucli del morfisme
f , respectivament.
Demostracio´. Evident, com es comprova a partir de la definicio´. 
Finalment, el resultat que vol´ıem:
Proposicio´ 1.2.32. La categoria C(A ) de complexos de cadenes sobre A e´s
abeliana.
Demostracio´. Com abans, fem u´s de la caracteritzacio´ 1.2.9. Sigui 0 ∈ A .
L’objecte zero e´s el complex (A•, ∂•) definit per An = 0 i ∂n = 0 −→ 0 per
a tot n ∈ Z. Donats A•, B• ∈ C(A ), els complexos A• qB• i A• q B• es
defineixen de la manera segu¨ent: les famı´lies d’objectes so´n els respectius
productes i coproductes grau a grau, i les diferencials so´n els morfismes
∂An
q
∂Bn : An
q
Bn −→ An−1 qBn−1
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per al complex producte i els morfismes
∂An q ∂Bn : An qBn −→ An−1 qBn−1
per al complex coproducte. Amb aixo`, hem vist que C(A ) e´s additiva. Donat
f• ∈ Hom(C(A )), la proposicio´ 1.2.31 ens do´na l’existe`ncia de nuclis i conu-
clis, ja que A e´s abeliana. Finalment, sigui f• : A• −→ B• un monomorfisme
de complexos. Tenim que f• e´s mo`nic si i nome´s si els morfismes fn ho so´n.
Per tant, com que A e´s abeliana, cada fn e´s el nucli del seu conucli, d’on es
segueix que f• = ker(coker(f•)). Per dualitat, tot epimorfisme de complexos
e´s el conucli del seu nucli i, per tant, C(A ) e´s abeliana. 
En aquest exemple hem considerat complexos Z-graduats, tot i que no so´n els
me´s habituals en l’a`lgebra homolo`gica. Les diferents variants de complexos
de cadenes so´n les segu¨ents:
Definicio´ 1.2.33. Sigui (A•, ∂•) un complex de cadenes. Diem que (A•, ∂•)
e´s fitat superiorment si existeix un enter n0 ∈ Z tal que per a tot n ≥ n0, es
te´ que An = 0. Diem que (A•, ∂•) e´s fitat inferiorment si existeix un enter
n0 ∈ Z tal que per a tot n ≤ n0, es te´ que An = 0. Finalment, diem que
(A•, ∂•) e´s fitat si e´s fitat inferiorment i superiorment. Denotem per Cb(A ),
C−(A ) i C+(A ) les categories de complexos fitats, fitats superiorment i fitats
inferiorment, respectivament.
Un tipus de complex de cadenes molt important, que comentarem me´s en-
davant, e´s el de resolucio´:
Definicio´ 1.2.34. Sigui A ∈ A i sigui C una classe d’objectes de A . Una
C-resolucio´ per l’esquerra de A e´s un complex de cadenes (P•, ∂•) amb Pi = 0
per a tot i < 0 i Pi ∈ C per a tot i ≥ 0, juntament amb una aplicacio´
 : P0 −→ A tal que el complex este`s
. . . P2 P1 P0 A
∂3 ∂2 ∂1 
e´s exacte. Una notacio´ molt comu´ i me´s compacta e´s la segu¨ent:
P• A

Dualment, una C-resolucio´ per la dreta de A e´s un cocomplex de cadenes
(P•, ∂•) amb Pi = 0 per a tot i < 0 i Pi ∈ C per a tot i ≥ 0, juntament amb
una aplicacio´  : A −→ P0 tal que el complex este`s
0 A P0 P1 P2 . . .
 ∂1 ∂2 ∂3
e´s exacte. Com abans, e´s molt comu´ usar la notacio´:
A P•

Cap´ıtol 2
Successions exactes i teoremes
d’isomorfisme
Tal i com s’ha dit al principi del cap´ıtol, les categories abelianes so´n el lloc me´s
general per fer a`lgebra homolo`gica. En aquest cap´ıtol, definim el concepte
de successio´ exacta i donem proves catego`riques de la generalitzacio´ dels
teoremes d’isomorfisme de Noether, tot en una categoria abeliana qualsevol.
La refere`ncia principal per a la part de les successions exactes e´s [21], i a [5]
apareix amb tot detall la prova dels teoremes d’isomorfisme des d’un punt
de vista catego`ric. A partir d’aquest cap´ıtol i fins al final del treball,
la lletra A denota una categoria abeliana qualsevol, sempre que no
es faci mencio´ contra`ria.
2.1 Successions exactes
El concepte d’exactitud de successions de morfismes e´s ben conegut a la
categoria de R-mo`duls R−Mod. A l’hora de treballar amb una categoria
abeliana qualsevol el concepte e´s el mateix, l’u´nica difere`ncia e´s que cal anar
amb compte amb que` volem dir per igualtat de nuclis i imatges. Aquest e´s
un dels motius pel qual hem intrudu¨ıt la nocio´ de subobjecte a 1.2.1.
Definicio´ 2.1.1. Sigui A una categoria abeliana. Una successio´ de morfis-
mes
. . . Ai+1 Ai Ai−1 . . .
fi+2 fi+1 fi fi−1
indexada per i ∈ I ⊆ Z es diu que e´s exacta en Ai si ker(fi) ∼= im(fi+1).
Equivalentment, si es te´ l’equivale`ncia de subobjectes Ker(fi) ≡S(A) Im(fi+1).
Diem que la successio´ e´s exacta si e´s exacta en Ai per a tot i ∈ I. Si la suc-
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cessio´ exacta e´s de la forma
0 A B C 0a b
l’anomenem successio´ exacta curta.
Observacio´ 2.1.2. L’exactitud d’una successio´ exacta curta, utilitzant la no-
tacio´ d’abans, e´s equivalent a demanar a ∼= ker(b) i b ∼= coker(a).
Exemples 2.1.3. Siguin f, g ∈ Hom(A ). Aleshores,
1. La successio´
0 Ker(f) A Im(f) 0
ker(f) j
e´s exacta. El morfisme j e´s el morfisme cano`nic de A a Im(f), e´s a
dir, e´s l’u´nic morfisme que fa commutar el diagrama
A B
Im(f)
f
∃! j im(f)
2. La successio´
0 Ker(f) A B Coker(f) 0
ker(f) f coker(f)
e´s exacta.
3. La successio´
0 A B
f
e´s exacta sii f e´s un monomorfisme.
4. La successio´
A B 0
f
e´s exacta sii f e´s un epimorfisme.
5. La successio´
0 A B C
f g
e´s exacta si i nome´s si f ∼= ker(g).
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6. La successio´
C B A 0
g f
e´s exacta si i nome´s si f ∼= coker(g).
Lema 2.1.4. Siguin f, g ∈ Hom(A ), amb g mo`nic. Aleshores,
Ker(g ◦ f) ≡S(A) Ker(f).
Demostracio´. Vegem que ker(f) e´s un nucli de la composicio´ g ◦ f . Obvia-
ment tenim que
g ◦ f ◦ ker(f) = 0.
Ara be´, donat un altre morfisme h : D −→ A tal que g ◦ f ◦h = 0, tenim que
f ◦ h = 0, per ser g mo`nic. Per la propietat universal del nucli de f , existeix
un u´nic morfisme ϕ que fa que el diagrama
Ker(f) A B C
D
ker(f) f g
∃!ϕ h
sigui commutatiu. Per tant, ker(f) e´s un nu´cli de g ◦ f , que equival a dir
que es te´ la equivale`ncia de subobjectes desitjada. 
Un criteri senzill pero` molt u´til a l’hora de determinar si una successio´ e´s
exacta e´s el segu¨ent:
Proposicio´ 2.1.5 (Criteri de la successio´ trencada). Considerem el
diagrama commutatiu
A B C
Im(f) Im(g)
f
p
g
qi j
on els parells (i, p) i (j, q) so´n les factoritzacions per la imatge de f i g,
respectivament. So´n equivalents:
1. La successio´ (f, g)
A B C
Im(f) Im(g)
f
p
g
qi j
e´s exacta.
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2. La successio´ (i, g)
A B C
Im(f) Im(g)
f
p
g
qi j
e´s exacta.
3. La successio´ (f, q)
A B C
Im(f) Im(g)
f
p
g
qi j
e´s exacta.
4. La successio´ (i, q)
A B C
Im(f) Im(g)
f
p
g
qi j
e´s exacta.
Demostracio´. E´s suficient observar que, pel lema 2.1.4, ker(g) = ker(j ◦q) ∼=
ker(q), ja que j e´s mo`nic. 
Definicio´ 2.1.6. Un functor F : A  B es diu exacte per l’esquerra si e´s
additiu i si donada qualsevol successio´ exacta a A de la forma
0 A B Ca b
la successio´ indu¨ıda per F
0 F (A) F (B) F (C)
F (a) F (b)
tambe´ e´s exacta. En aquest cas, diem que F envia successions exactes per
l’esquerra a successions exactes per l’esquerra.
El concepte dual e´s el de functor exacte per la dreta:
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Definicio´ 2.1.7. Un functor F : A  B es diu exacte per la dreta si e´s
additiu i si donada qualsevol successio´ exacta a A de la forma
A B C 0a b
la successio´ indu¨ıda per F
F (A) F (B) F (C) 0
F (a) F (b)
tambe´ e´s exacta. En aquest cas, diem que F envia successions exactes per la
dreta a successions exactes per la dreta.
Exemple 2.1.8.
Per a cada A ∈ A , el functor A (A,−) e´s un functor covariant exacte per
l’esquerra: donada una successio´ exacta
0 B1 B2 B3
f g
hem de verificar que la successio´
0 A (A,B1) A (A,B2) A (A,B3)
A (A,f) A (A,g)
tambe´ ho e´s. Que la primera successio´ sigui exacta equival a dir que f ∼=
ker(g), e´s a dir, que g ◦ f = 0 i que f te´ la propietat universal del nucli de
g: per a qualsevol morfisme h : D −→ B tal que g ◦ h = 0, existeix un u´nic
morfisme k tal que el diagrama
A B C
D
f g
∃! k
h
e´s commutatiu, e´s a dir, tal que f ◦ k = h. E´s evident, o si me´s no fa`cil de
provar, que aquestes condicions impliquen que el morfisme A (A, f) satisfa` la
propietat universal del nucli de A (A, g). Per tant, A (A, f) ∼= Ker(A (A, g))
i el functor A (A,−) e´s exacte per l’esquerra.
Si el que volem e´s exactitud en general, podem definir un altre tipus de
functor me´s gene`ric:
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Definicio´ 2.1.9. Un functor F : A  B entre categories abelianes es diu
exacte si e´s additiu i envia successions exactes a successions exactes. E´s a
dir, si la successio´ de morfismes
. . . Ai+1 Ai Ai−1 . . .
fi+2 fi+1 fi fi−1
e´s exacta, aleshores la successio´
. . . F (Ai+1) F (Ai) F (Ai−1) . . .
F (fi+2) F (fi+1) F (fi) F (fi−1)
tambe´ ho e´s.
Les successions exactes curtes so´n les “pec¸es clau”, en el sentit que nome´s
cal que ens restringim a elles per verificar si un functor e´s exacte:
Proposicio´ 2.1.10. Sigui F : A  B un functor additiu entre categories
abelianes. So´n equivalents:
1. F e´s exacte.
2. F envia successions exactes curtes a successions exactes curtes.
3. F preserva nuclis i conuclis.
Demostracio´. 1 =⇒ 2 Re´s a dir.
2 =⇒ 3 Sigui f : A −→ B ∈ A (A,B). Per dualitat, nome´s cal provar que
F preserva nuclis. El nucli de f defineix una successio´ exacta
0 Ker(f) A B
ker(f) f
que pot ser ampliada a una successio´ exacta curta
0 Ker(f) A Im(f) 0
ker(f) j
Com que el functor F envia successions exactes curtes a successions exactes
curtes, la successio´
0 F (Ker(f)) F (A) F (Im(f)) 0
F (ker(f)) F (j)
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e´s exacta. Per tant, F (Ker(f)) ≡S(A) Ker(F (j)). Aleshores, nome´s cal veure
que la successio´ vermella
0 F (Ker(f)) F (A) F (Im(f)) 0
Ker(F (f))
0
F (ker(f)) F (j)
ker(F (f))
e´s exacta, que equival a dir que Ker(F (f)) ≡S(A) Ker(F (j)). Pero` f = i ◦ j
i, com que i e´s mo`nic, obtenim el resultat desitjat gra`cies al lema 2.1.4.
3 =⇒ 1 Suposem que F preserva nuclis i conuclis i sigui
. . . Ai+1 Ai Ai−1 . . .
fi+2 fi+1 fi fi−1
una successio´ exacta a A . Segons la proposicio´ 2.1.5, aixo` equival a dir que
les successions
Im(fi+1) Ai Im(fi)
im(fi+1) ji
so´n exactes per a tot i ∈ I. Com que el functor F preserva nuclis i conuclis,
es te´ que
F (Im(fi)) ≡S(A) Im(F (fi)).
Per tant F indueix, per a tot i ∈ I, les successions
Im(F (fi+1)) F (Ai) Im(F (fi))
im(F (fi+1)) F (ji)
Aquestes successions so´n exactes. Per tant, aplicant de nou la proposicio´
2.1.5, la successio´ indu¨ıda per F
. . . F (Ai+1) F (Ai) F (Ai−1) . . .
F (fi+2) F (fi+1) F (fi) F (fi−1)
e´s exacta. 
De fet, si volem ser me´s precisos, tenim la caracteritzacio´ segu¨ent dels func-
tors exactes per la dreta i per l’esquerra. No donem la prova, ja que e´s molt
semblant a la que hem fet a la proposicio´ anterior.
Proposicio´ 2.1.11. Sigui F : A  B un functor entre categories abelianes.
Aleshores, tenim les equivale`ncies segu¨ents:
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1. F e´s exacte per l’esquerra si i nome´s si preserva nuclis.
2. F e´s exacte per la dreta si i nome´s si preserva conuclis
Corol·lari 2.1.12. Sigui F : A  B un functor entre categories abelianes.
Aleshores, F e´s un functor exacte si i nome´s si e´s un functor exacte per
l’esquerra i per la dreta.
Demostracio´. Per la proposicio´ 2.1.10, F e´s exacte si i nome´s si F preserva
nuclis i conuclis, que al seu torn equival a que F sigui exacte per la dreta i
per l’esquerra, segons 2.1.11. 
2.2 Els teoremes d’isomorfisme
A la categoria de mo`duls sobre un anell, tots els enunciats catego`rics que
afirmen, per exemple, l’exactitud de successions exactes, es poden provar
sense gaire dificultat utilitzant elements i les te`cniques de cac¸ar diagrames.
Me´s endavant, veurem que el mateix resultat s’aplica a una categoria qualse-
vol mitjanc¸ant el teorema de l’embedding, en un sentit que cal precisar. Per
tant, els lemes cla`ssics i teoremes que provarem a continuacio´ so´n elementals
tenint en compte aquest resultat. No obstant, donarem proves catego`riques,
fent una construccio´ que ens permetra` treballar gairebe´ com si tingue´ssim
elements al nostre abast. La refere`ncia ba`sica d’aquesta seccio´ e´s [5].
2.2.1 Pullbacks i pushouts
Definicio´ 2.2.1. Siguin f : A −→ C i g : B −→ C ∈ Hom(A ). Un pullback
del parell (f, g) e´s una terna (P, f
′
, g
′
), on
1. P ∈ A .
2. f
′
: P −→ B i g′ : P −→ A so´n morfismes de A tals que el quadrat
P B
A C
f
′
g
′ g
f
(2.1)
e´s commutatiu i tals que per a qualsevol altra terna (Q, f
′′
, g
′′
) verificant
que
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(a) Q ∈ A .
(b) f
′′
: Q −→ B i g′′ : Q −→ A so´n morfismes de A tals que el
quadrat
Q B
A C
f
′′
g
′′ g
f
e´s commutatiu,
existeix un u´nic morfisme q : Q −→ P tal que el diagrama este`s
Q
P B
A C
g
′′
∃! q
f
′′
f
′
g
′ g
f
e´s commutatiu. En aquest cas, diem que el quadrat 2.1 e´s cartesia`.
La nocio´ dual e´s la de pushout. Me´s precisament:
Definicio´ 2.2.2. Siguin f : C −→ A i g : C −→ B ∈ Hom(A ). Un pushout
del parell (f, g) e´s una terna (P, f
′
, g
′
), on
1. P ∈ A .
2. f
′
: B −→ P i g′ : A −→ P so´n morfismes de A tals que el quadrat
C B
A P
g
f f
′
g
′ (2.2)
e´s commutatiu i tals que per a qualsevol altra terna (Q, f
′′
, g
′′
) verificant
que
(a) Q ∈ A .
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(b) f
′′
: Q −→ B i g′′ : Q −→ A so´n morfismes de A tals que el
quadrat
C B
A Q
g
f f
′′
g
′′
e´s commutatiu,
existeix un u´nic morfisme q : P −→ Q tal que el diagrama este`s
C B
A P
Q
g
f
f
′′f
′
g
′
g
′′
∃! q
e´s commutatiu. En aquest cas, diem que el quadrat 2.2 e´s cocartesia`.
En una categoria arbitra`ria, e´s senzill provar que el pullback d’un monomor-
fisme e´s un monomorfisme. Per tant, dualment, es te´ que el pushout de tot
epimorfisme e´s de nou un epimorfisme:
Proposicio´ 2.2.3. Sigui A una categoria qualsevol (no necessa`riament abe-
liana) i considerem els morfismes f : A −→ C i g : B −→ C ∈ Hom(A ).
Sigui (P, f
′
, g
′
) el seu pullback. Aleshores, si g (resp. f) e´s un monomorfis-
me, aleshores g
′
(resp. f ′) tambe´ ho e´s.
Demostracio´. Suposem que g e´s un monomorfisme i siguin u, v : Q −→ P dos
morfismes tals que g
′
u = g
′
v i definim g
′′
:= g
′
u i f
′′
:= f
′
u. La situacio´ e´s
la segu¨ent:
Q
P B
A C
g
′′
u
v
f
′′
f
′
g
′ g
f
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Aleshores,
fg
′′
= fg
′
u = gf
′
u = gf
′′
Per tant, per la universalitat es dedueix que u e´s l’u´nic morfisme que satisfa`
g
′
u = g
′′
f
′
u = f
′′
Ara be´, tenim que
g
′
v = g
′
u = g
′′
gf
′
v = fg
′
v = fg
′
u = fg
′′
= gf
′′
i com que g e´s mo`nic, f ′v = f
′′
. Per la unicitat de u, u = v. La prova amb
f
′
e´s completament ana`loga. 
Per dualitat, podem concloure el segu¨ent:
Proposicio´ 2.2.4. En una categoria qualsevol A una categoria qualsevol (no
necessa`riament abeliana), considerem els morfismes f : C −→ A i g : C −→
B ∈ Hom(A ). Sigui (P, f ′ , g′) el seu pushout. Aleshores, si g (resp. f) e´s
un epimorfisme, aleshores g
′
(resp. f ′) tambe´ ho e´s.
E´s interessant remarcar que, en general, no e´s cert que el pullback d’un
epmimorfisme sigui un epimorfisme. Com a exemple d’aquesta situacio´,
considerem la categoria TopHaus d’espais topolo`gics Hausdorff i aplicacions
cont´ınues. En aquest cas, hom pot provar que un morfisme f : X −→ Y e´s
e`pic si i nome´s si f(X) e´s dens a Y . En particular, f no te´ perque` ser exhaus-
tiva com aplicacio´ entre conjunts. Suposem que no ho e´s i sigui y ∈ Y \f(X).
Aleshores, el pullback del parell (y, f) e´s el conjunt buit:
∅ X
{∗} Y
f
′ f
y
Obviament, el conjunt buit no e´s dens al singleto´ {∗}. Per tant, f ′ no e´s un
epimorfisme. Aquesta situacio´ no es pot donar en una categoria abeliana:
Proposicio´ 2.2.5. Sigui A una categoria abeliana. Aleshores el pullback
d’un epimorfisme segueix sent un epimorfisme i el quadrat cartesia` tambe´ e´s
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cocartesia`, e´s a dir, tambe´ e´s un pushout. Me´s formalment, siguin f : A −→
C i g : B −→ C ∈ Hom(A ) i considerem el seu pullback (P, f ′ , g′):
P B
A C
f
′
g
′ g
f
Aleshores, si g e´s un epimorfisme (resp. f), g
′
(resp. f
′
) tambe´ ho e´s i la
terna (C, f, g) e´s un pushout dels morfismes f
′
: P −→ B i g′ : P −→ A.
Dualment, el pushout d’un monomorfisme e´s un monomorfisme i el quadrat
cocartesia` corresponent tambe´ e´s cartesia`, e´s a dir, tambe e´s un pullback.
Demostracio´. Vegeu [4], proposicio´ 1.7.6. 
2.2.2 Diagrames cac¸adors: pseudoelements
Definicio´ 2.2.6. Siguin A ∈ A i f : A −→ B ∈ A (A,B). Aleshores:
1. Un pseudoelement de A e´s un morfisme a : • −→ A amb codomini A.
Posem a ∈∗ A per denotar tal morfisme.
2. Diem que dos pseudoelements a : X −→ A i a′ : X ′ −→ A so´n pseudoi-
guals si existeixen epimorfismes p : Y  X i p′ : Y  X ′ que igualen
els pseudoelements per la dreta, e´s a dir, tals que el diagrama
X
Y A
X
′
ap
p
′
a
′
e´s commutatiu. Posem a =∗ a
′
per denotar la pseudoigualtat.
3. La pseudoimatge per f : A −→ B d’un pseudoelement a ∈∗ A e´s la
composicio´ f ◦ a, que la denotem per f(a).
Proposicio´ 2.2.7. Siguin f : A −→ B, g : B −→ C ∈ Hom(A ). Aleshores:
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1. Per a cada A ∈ A , la relacio´ bina`ria sobre el conjunt de tots els pseu-
doelements de A definida per
a ∼ a′ ⇐⇒ a =∗ a′
e´s una relacio´ d’equivale`ncia. La classe de cada a ∈ A (−, A) la deno-
tem per [a]∗.
2. Siguin a, a
′ ∈∗ A. Aleshores,
a =∗ a
′
=⇒ f(a) =∗ f(a′).
3. Sigui a ∈∗ A. Aleshores,
f(g(a)) =∗ (f ◦ g)(a).
Demostracio´. Nome´s donem la prova de la transitivitat de la relacio´ definida
a l’apartat 1, ja que la resta e´s una simple comprovacio´. Siguin A ∈ A i
a, a
′
, a
′′ ∈∗ A tals que a =∗ a′ i a′ =∗ a′′ . Aleshores, existeixen epimorfismes
p, p
′
, p
′′
i p
′′′
fent commutatiu el diagrama
• •
• A
• •
p
p
′
a
a
′
p
′′
p
′′′
a
′′
Com que A e´s abeliana, podem considerar el pullback dels epimorfismes
p
′
i p
′′
que, segons la proposicio´ 2.2.5, esta` format per una altra parella
d’epimorfismes q i q
′
tals que el diagrama este`s
• •
• • A
• •
p
p
′
aq
q
′
a
′
p
′′
p
′′′
a
′′
e´s commutatiu, d’on es dedueix que a =∗ a
′′
. 
El lema que provem a continuacio´ ens permet caractertzar el pseudoelement
zero mo`dul pseudoigualtat:
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Lema 2.2.8. Siguin A ∈ A i 0 = 0AX : X −→ A ∈ Hom(A ) un morfisme
zero amb codomini A. Aleshores,
[0]∗ =
{
0AY : Y −→ A : Y ∈ A
}
Demostracio´. ⊆ Sigui a ∈∗ A tal que a =∗ 0AY per algun Y ∈ A . Aleshores,
existeixen epimorfismes p i p
′′
tals que ap = 0p
′
= 0 = 0p. Com que p e´s un
epimorfisme, es te´ que a = 0.
⊇ Rec´ıprocament, sigui a = 0AY per algun Y ∈ A . Aleshores, nome´s cal
considerar les projeccions pX : X
q
Y  X i pY : X
q
Y  Y , que so´n
epimorfismes. De fet, es te´ que pX = coker(qY ) i pY = coker(qX), com e´s
comprova fa`cilment. Per tant, apX = 0 = 0pY . 
Proposicio´ 2.2.9. A la categoria abeliana A , tenen lloc els resultats segu¨ents:
1. f : A −→ B e´s el morfisme zero si i nome´s si ∀a ∈∗ A, f(a) =∗ 0.
2. f : A −→ B e´s mo`nic si i nome´s si ∀a ∈∗ A tal que f(a) =∗ 0 =⇒
a =∗ 0. Equivalentment, si i nome´s si ∀a, a′ ∈∗ A tals que f(a) =∗
f(a
′
) =⇒ a =∗ a′.
3. f : A −→ B e´s e`pic si i nome´s si ∀b ∈∗ B, ∃a ∈∗ A tal que f(a) =∗ b.
4. La successio´
A B C
f g
e´s exacta si i nome´s si ∀a ∈∗ A, g(f(a)) =∗ 0 i ∀b ∈∗ B tal que
g(b) = 0 =⇒ ∃a ∈∗ A tal que f(a) =∗ b.
5. Siguin f : A −→ B i a, a′ ∈∗ A tals que f(a) =∗ f(a′). Aleshores,
existeix a
′′ ∈∗ A tal que f(a′′) =∗ 0 i ∀g : A −→ C tal que g(a′) =∗
0 =⇒ g(a′′) =∗ g(a).
Demostracio´. 1 Si f = 0, aleshores f(a) = fa = 0. Per tant, pel lema
anterior 2.2.8 es te´ que f(a) =∗ 0. Rec´ıprocament, suposem que f(a) =∗ 0
∀a ∈∗ A. En particular, si prenem a = 1A ∈∗ A tenim que f =∗ 0 i, de nou
per 2.2.8, f = 0.
2 Si f e´s mo`nic i a, a
′ ∈∗ A so´n tals que f(a) =∗ f(a′), existeixen epimor-
fismes p i p
′
tals que f ◦ a ◦ p = f ◦ a′ ◦ p′ . Com que f e´s un monomorfisme,
a ◦ p = a′ ◦ p′ . Per tant, hem provat la segona caracteritzacio´. La prime-
ra caracteritzacio´ e´s consequ¨e`ncia directa de la caracteritzacio´ 1.2.10 de ser
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mo`nic, i e´s obvi que les dues so´n equivalents.
3 Si f e´s e`pic i b ∈∗ B, considerem el pullback de f i g
Y X
A B
p
a b
f
on a ∈∗ A i p e`pic, segons la proposicio´ 2.2.5. Com que f◦a◦1Y = f◦a = b◦p,
es dedueix que f(a) =∗ b. Rec´ıprocament, prenem b = 1B ∈∗ B. Aleshores,
existeix a ∈∗ A tal que f(a) =∗ 1B. Equivalentment, existeixen epimorfismes
q i q
′
tals que faq = q
′
i, per tant, f e´s e`pic.
4 Suposem que la successio´ 4 e´s exacta. Com que g ◦ f = 0, del primer
apartat de la proposicio´ es dedueix que ∀a ∈∗ A, g(f(a)) =∗ 0. Sigui b ∈∗ B
tal que g(b) =∗ 0 i considerem la factoritzacio´ de f donada pel primer teorema
d’isomorfisme
C
A B X
Coim(f) Im(f)
j
f
coim(f)
g
b
f˜
im(f)
(2.3)
Ara be´, per hipo`tesi tenim que els subobjectes Im(f) i Ker(g) so´n equi-
valents, e´s a dir, existeix un isomorfisme ϕ : Im(f) −→ Ker(g) tal que el
diagrama
B
Im(f) Ker(g)
im(f)
ϕ
ker(g)
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e´s commutatiu. Per tant, el diagrama 2.3 e´s equivalent al diagrama
C
A B X
Coim(f) Ker(g)
j
f
coim(f)
g
b
f˜
ker(g)
Com que g ◦ b = 0, per la universalitat del nucli existeix un u´nic morfisme c
tal que b factoritza per Ker(g)
C
A B X
Coim(f) Ker(g)
j
f
coim(f)
g
∃! c
b
f˜
ker(g)
e´s a dir, tal que b = ker(g) ◦ c. Considerant el pullback de la parella (j, c),
Y C
A B X
Coim(f) Ker(g)
a
q
j
f
coker(ker(f))
g
c
b
f˜
ker(g)
obtenim un pseudoelement a ∈∗ A i un epimorfisme q (vegeu 2.2.5). Per
tant, la relacio´
f ◦ a ◦ 1Y = ker(g) ◦ j ◦ a = b ◦ q
implica f(a) =∗ b.
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Rec´ıprocament, tornem a considerar la factoritzacio´ de f donada pel primer
teorema d’isomorfisme:
A B C
Coim(f) Im(f)
j
f
coim(f)
g
f˜
im(f)
el que hem de provar e´s que es te´ una equivale`ncia de subobjectes Im(f) ≡S(A)
Ker(g). Pel primer apartat 1, dedu¨ım que g ◦ im(f) ◦ j = g ◦ f = 0. Per
tant, g ◦ im(f) = 0, per ser j un epimorfisme. Si escollim b tal que g ◦ b = 0,
per hipo`tesi existeix un pseudoelement a ∈∗ A i epimorfismes q i r tals que
im(f) ◦ j ◦ a ◦ r = b ◦ q. Sigui (c, k) el pullback de (im(f), b). Aleshores,
trobem una factoritzacio´ z tal que k ◦ z = q i c ◦ z = j ◦ a ◦ r. El morfisme k
e´s mo`nic, ja que im(f) ho e´s. Tambe´ e´s e`pic, ja que q ho e´s. Per tant, k e´s
un isomorfisme i b factoritza per im(f) com
b = im(f) ◦ c ◦ k−1
e´s clar que la factoritzacio´ e´s u´nica, ja que im(f) e´s un monomorfisme.
5 Per hipo`tesi, tenim pseudoelements a : X −→ A i a′ : X ′ −→ A i dos
epimorfismes p : Y −→ X i p′ : Y −→ X ′ tals que f ◦ p ◦ a = f ◦ p′ ◦ a′ .
Definint a
′′
:= p ◦ a− p′ ◦ a′ , tenim el que voliem provar. 
La prova de 2.2.9 fa pensar que el pseudoelement a
′′ ∈∗ A hauria de ser
pensat, de manera intu¨ıtiva, com una “difere`ncia” a− a′ ∈∗ A∗. No obstant,
aquesta notacio´ formal no do´na estructura de grup abelia` a la classe dels
pseudoelements de A. Per il·lustrar aquest fet, prenem a : X −→ A un
pseudoelement de A. La igualtat
a ◦ (−1X) = (−a) ◦ 1X
implica que a =∗ −a, pero` en general no e´s cert que a + a =∗ 0. Aquest
exemple ens mostra que la definicio´ de pseudoelement e´s massa de`bil: no
podem utilitzar-la per a veure la igualtat entre 2 morfismes. E´s a dir, no e´s
cert en general que si tenim 2 morfismes
A B
f
g
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que verifiquen
∀a ∈∗ A, f(a) =∗ g(a)
aleshores f = g. De fet, si posem f = −g, l’exemple d’abans do´na, en ge-
neral, un contraexemple. De totes maneres, posem a
′′
:= a− a′ formalment
per denotar el pseudoelement a
′′ ∈∗ A de la proposicio´ 2.2.9 apartat 5.
Una altra proposicio´ u´til sobre pseudoelements e´s la segu¨ent:
Proposicio´ 2.2.10. Suposem que el diagrama
A B
C D
k
h g
f
E´s cartesia`. En aquest cas, per a tot parell de pseudoelements c ∈∗ C i
b ∈∗ B tals que f(c) =∗ g(b), existeix un pseudoelement a ∈∗ A, u´nic mo`dul
pseudoigualtat, tal que h(a) =∗ c i k(a) =∗ b.
Demostracio´. Si tenim que f(c) =∗ g(b), existeixen epimorfismes p i q tals
que f ◦ c ◦ p = g ◦ b ◦ q. Per definicio´ de pullback, aixo` implica l’existe`ncia
d’un pseudoelement a ∈∗ A tal que
h ◦ a = c ◦ p, k ◦ a = b ◦ q.
Per tant, h(a) =∗ c i k(a) =∗ b.
Nome´s resta veure la pseudounicitat: sigui a
′ ∈∗ A verificant la mateixa
propietat que a. Aleshores, existeixen epimorfismes p
′
, q
′
, p
′′
i q
′′
tals que
h ◦ a′ ◦ p′ = c ◦ q′ , k ◦ a′ ◦ p′′ = b ◦ q′′ .
Fent pullbacks successius, tots els epimorfismes p, p′, p
′′
, q, q
′
i q
′′
poden ser
substituits per epimorfismes amb el mateix domini. Per tant, dedu¨ım que
a =∗ a
′
. 
2.2.3 Lemes cla`ssics
Durant totes les demostracions d’aquesta seccio´, utilitzarem la proposicio´
2.2.9 sense referir-nos a ella cada cop que la utilitzem.
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Lema 2.2.11 (Lema dels nuclis). Considerem el diagrama
0 0 0
A B C
D E F
0 G H I
γ δ 
ζ
θ
η
λ µ
0 ν ξ
(2.4)
on els quadrats de color blau so´n commutatius i les fileres (ζ, η) i (0, ν, ξ) so´n
exactes. Posem γ = ker(θ), δ = ker(λ) i  = ker(µ). Aleshores existeixen 2
morfismes α i β que fan commutar el diagrama este`s.
0 0 0
A B C
D E F
0 G H I
∃!α
γ
∃!β
δ 
ζ
θ
η
λ µ
0 ν ξ
(2.5)
i que so´n u´nics amb aquesta propietat. A me´s, la successio´ (α, β) e´s exacta.
Demostracio´. Primer, vegem l’existe`ncia i la unicitat: tenim que
λ ◦ ζ ◦ γ = ν ◦ θ ◦ γ = ν ◦ 0 = 0
i com que δ = ker(λ), de la universalitat del nucli es segueix l’existe`ncia
i la unicitat de α. La construccio´ de β i la seva unicitat e´s ana`loga. Per
veure que la successio´ e´s exacta, exprimim per primer cop el potencial dels
pseudoelements: com que
 ◦ β ◦ α = η ◦ ζ ◦ γ = 0 ◦ γ = 0
i  e´s mo`nic, tenim que β ◦ α = 0. Sigui ara b ∈∗ B tal que β(b) =∗ 0. Com
que
(η ◦ δ)(b) =∗ ( ◦ β)(b) =∗ (0) =∗ 0,
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per l’exactitud de la successio´ (ζ, η) obtenim un d ∈ D tal que ζ(d) =∗ δ(b).
A me´s, del fet que
(ν ◦ θ)(d) =∗ (λ ◦ ζ)(d) =∗ (λ ◦ δ)(b) =∗ 0
dedu¨ım que θ(d) =∗ 0, ja que ν e´s mo`nic. Per tant, tenim un a ∈∗ A tal que
γ(a) =∗ d i obtenim que
(δ ◦ α)(a) =∗ (ζ ◦ γ)(a) =∗ ζ(d) =∗ δ(b)
d’on es segueix que α(a) =∗ b, ja que δ e´s un monomorfisme. 
Lema 2.2.12. Considerem el diagrama
A B C 0
D E F
α
(1)γ (2)
β
δ 
ζ η
on les dues files so´n exactes, el primer quadrat e´s cartesia` i el segon e´s
commutatiu. Aleshores,  e´s un monomorfisme.
Demostracio´. Sigui c ∈∗ C tal que (c) =∗ 0. Com que β e´s e`pic, existeix
b ∈∗ B tal que β(b) = c. Com que la fila (ζ, η) e´s exacta, de la igualtat
(η ◦ δ)(b) =∗ ( ◦ β)(b) =∗ (c) =∗ 0,
dedu¨ım l’existe`ncia d’un d ∈∗ D tal que ζ(d) =∗ δ(b). Com que (1) e´s
cartesia`, gra`cies a la proposicio´ 2.2.10 tenim un a ∈∗ A verificant γ(a) =∗ d
i α(a) =∗ b. Finalment, c =∗ β(b) =∗ (β ◦ α)(a) =∗ 0. 
Lema 2.2.13 (El lema dels cinc). Considerem el diagrama commutatiu
A B C D E
F G H I J
α

β
ζ
γ
η
δ
θ λ
µ ν ξ pi
amb files exactes. Es compleix el segu¨ent:
1. Si  e´s un epimorfisme i ζ i θ so´n monomorfismes, aleshores η e´s un
monomorfisme.
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2. Si λ e´s un monomorfisme i ζ i θ so´n epimorfismes, aleshores η e´s un
epimorfisme.
3. Si , ζ, θ i λ so´n isomorfismes, aleshores η tambe´ ho e´s.
Demostracio´. L’afirmacio´ nu´mero 3 e´s consequ¨e`ncia immediata de 1 i 2, i 2
e´s el dual de 1. Per tant, tot es redueix a provar 1. Sigui c ∈ C tal que
η(c) =∗ 0. Aleshores,
(θ ◦ γ)(c) =∗ (ξ ◦ η)(c) =∗ ξ(0) =∗ 0,
d’on dedu¨ım que γ(c) =∗ 0, ja que θ e´s un monomorfisme. Per l’exactitud en
C, existeix un b ∈∗ B tal que β(b) =∗ c. Com que
(ν ◦ ζ)(b) =∗ (η ◦ η)(b) =∗ η(c) =∗ 0
i tenim exactitud en G, existeix un f ∈∗ F tal que ν(f) =∗ ζ(b). Com que 
e´s e`pic, existeix a ∈∗ A tal que (a) =∗ f . A me´s,
(ζ ◦ α)(a) =∗ (µ ◦ )(a) =∗ µ(f) =∗ ζ(b).
Per tant, α(a) = b ja que α e´s mo`nic. Finalment,
c =∗ β(b) =∗ (β ◦ α)(a) =∗ 0.

Lema 2.2.14 (El lema dels nou). Considerem el diagrama commutatiu
0 0 0
0 A B C 0
0 D E F 0
0 G H I 0
0 0 0
(1)
α
γ
β
δ 
θ
ζ
(2)λ
η
µ
ν ξ
i suposem que cinc files i columnes so´n exactes. Aleshores, la fila o columna
restant tambe´ e´s exacta. A me´s, el quadrat (1) e´s cartesia` i el quadrat (2) e´s
cocartesia`.
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Demostracio´. Per simetria, els papers de les files i les columnes poden ser
intercanviats. Per tant, podem suposar WLOG que les 3 columnes i la fila
del mig so´n exactes. A me´s, els papers de la primera i tercera fila es poden
intercanviar per dualitat. per tant, suposem que la tercera fila e´s exacta. El
morfisme α e´s mo`nic, ja que γ i ζ ho so´n. Pel lema dels nuclis 2.2.11, nome´s
cal veure que β e´s e`pic. Sigui C ∈∗ C. Aleshores, (c) ∈∗ F i, com que η e´s
un epimorfisme, (c) =∗ η(c) per algun e ∈∗ E. Per tant,
(ξ ◦ λ)(e) =∗ (µ ◦ η)(e) =∗ (µ ◦ )(c) =∗ 0
i, com a consequ¨e`ncia, λ(e) =∗ ν(g) per algun g ∈∗ G. Com que θ e´s un
epimorfisme, existeix un d ∈∗ D tal que θ(d) =∗ g. Per tant,
(λ ◦ ζ)(d) =∗ (ν ◦ θ)(d) =∗ ν(g) =∗ λ(e).
Aplicant 2.2.9 apartat 5, existeix un pseudoelement (escrit formalment, tal i
com s’ha comentat abans) e− ζ(d) ∈∗ E tal que λ(e− ζ(d)) =∗ 0 i, com que
(η◦ζ)(d) =∗ 0, tenim que η(e−ζ(d)) =∗ η(e). De la igualtat λ(e−ζ(d)) =∗ 0 i
de l’exactitud en E, dedu¨ım l’existe`ncia d’un b ∈∗ B tal que δ(b) =∗ e−ζ(d).
Finalment
( ◦ β)(b) =∗ (η ◦ δ)(b) =∗ η(e− ζ(d)) =∗ η(e) =∗ (c)
i, com que  e´s mo`nic, β(b) =∗ c.
Per acabar la demostracio´, nome´s resta provar que el quadrat (1) e´s cartesia`
ja que, per dualitat, el quadrat (2) sera` cocartesia`. En efecte, siguin x : X −→
D i y : Y −→ B tals que ζ ◦ x = δ ◦ y. Tenim que
 ◦ β ◦ y =∗ η ◦ δ ◦ y =∗ η ◦ ζ ◦ x =∗ 0
i, com que  e´s mo`nic, dedu¨ım que β ◦y = 0. Com que β ◦y = 0 i α = ker(β),
existeix un u´nic morfisme z : X −→ A tal que α ◦ z = y. Aleshores,
ζ ◦ γ ◦ z =∗ δ ◦ α ◦ z =∗ δ ◦ y =∗ δ ◦ x
i, com que ζ e´s un monomorfisme, γ ◦ z = x. 
Per tancar la seccio´ dels lemes cla`ssics, deixem enunciat un lema que, tot i que
no el farem servir en cap moment, e´s important tenir-lo en versio´ catego`rica.
La prova es pot fer amb pseudoelements, tot i que la manera me´s senzilla e´s
raonar-ho per a R-mo`duls i aplicar el teorema de l’embedding 4.4.1, fet que
comentem al cap´ıtol nu´mero 4.
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Proposicio´ 2.2.15. (Lema de la serp) Considrem el diagrama commutatiu
(0 )A
′
1 A1 A
′′
1 0
0 A
′
2 A2 A
′′
2( 0)
a1
d
′
a
′
1
d d
′′
a2 a
′
2
(2.6)
amb files exactes. Aleshores, existeix un morfisme natural
∂ : Ker(d
′′
) −→ Coker(d′)
anomenat morfisme de connexio´
(0 )Ker(d
′
) Ker(d) Ker(d
′′
)
(0 )A
′
1 A1 A
′′
1 0
0 A
′
2 A2 A
′′
2( 0)
Coker(d
′
) Coker(d) Coker(d
′′
)( 0)
a1
d
′
a
′
1
d d
′′
a2 a
′
2
que fa que la successio´ de morfismes vermells sigui exacta.
Observacio´ 2.2.16. Els morfismes entre pare`ntesi s’han d’entendre de la ma-
nera segu¨ent: els vermells formen part de la successio´ exacta indu¨ıda per ∂
sempre que els seus homo`legs estiguin a les hipo`tesis, e´s a dir, al diagrama
2.6.
2.2.4 Els teoremes d’isomorfisme
Els teoremes d’isomorfisme de Noether per a R-mo`duls so´n ben coneguts:
si tenim un R-mo`dul M i submo`duls N,P ⊆ M , es te´ un isomorfisme de
R-mo`duls
N/(N ∩ P ) ∼= (P +N)/P
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on (N ∩ P ) i (P + N) so´n els submo`duls habituals; i si P ⊆ N ⊆ M e´s una
cadena de submo`duls, tenim l’isomorfisme de R-mo`duls
(M/N)/(N/P ) ∼= M/P.
Si volem generalitzar aquests teoremes a una categoria abeliana qualsevol,
obviament cal generalitzar les definicions involucrades en aquests teoremes.
La generalitzacio´ de submo`dul ja l’hem fet definint els subobjectes. Per
tant, nome´s resta definir objectes que generalitzen les nocions d’interseccio´
de submo`duls i de submo`dul suma:
Definicio´ 2.2.17. Siguin A ∈ A un objecte i (A1, i1), (A2, i2) ∈ S(A) dos
subobjectes de A. Definim la suma de A1 i A2 com la imatge de l’u´nic
morfisme s : A1 q A2 −→ A i la denotem per A1 + A2. E´s a dir,
A1 + A2 := Im(s : A1 q A2 −→ A).
Dualment, denotem per A1 ∩ A2 i anomenem interseccio´ de A1 i A2 al nucli
de l’u´nic morfisme t : A −→ A/A1 qA/A2. E´s a dir,
A1 ∩ A2 := Ker(t : A −→ A/A1 qA/A2).
E´s evident que si ens restringim als R-mo`duls, les definicions coincideixen.
Amb aquestes notacions, obtenim les generalitzacions dels teoremes d’isomor-
fisme de Noether, amb demostracio´ gairebe´ immediata gra`cies a les proves
dels lemes cla`ssics fetes a la seccio´ anterior. L’u´nic que no farem e´s provar
el lema segu¨ent, que el lector interessat pot trobar demostrat a la proposicio´
1.7.5 de [5]:
Lema 2.2.18. Siguin X, Y ⊆ Z subobjectes. Aleshores, Z/(X + Y ) e´s el
pushout de Z/X i Z/Y . E´s a dir, el quadrat
Z Z/X
Z/Y Z/(X + Y )
e´s cocartesia`.
Teorema 2.2.19 (Segon teorema d’isomorfisme). Siguin A,B ⊆ C sub-
objectes. Aleshores, el morfisme natural
A/(B ∩ A) −→ (B + A)/B
e´s un isomorfisme.
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Demostracio´. Considerem el diagrama commutatiu
0 0 0
0 A ∩B A A/(B ∩ A) 0
0 B B + A (B + A)/B 0
0 B/(B ∩ A) (B + A)/A (B + A)/A
B/(B ∩ A) 0
0 0 0
(1)
(2)
on les dues primeres files i les dues primeres columnes so´n exactes. Com que
el quadrat (1) e´s cartesia`, l’u´ltima fila tambe´ e´s exacta gra`cies al lema 2.2.12.
Aplicant el lema dels nuclis 2.2.11, podem construir l’u´ltima columna que,
pel lema dels nou 2.2.14, sabem que e´s exacta.
Tornant a aplicar el lema dels nou, dedu¨ım que el quadrat (2) e´s cocartesia`.
Ara be´, pel lema 2.2.18 aplicat a Z = B + A, X = B i Y = A, el pushout
de (B +A)/B i (B +A)/A e´s (B +A)/(B +A), e´s a dir, l’objecte zero. Per
tant, tenim una sucessio´ exacta
0 −→ A/(B ∩ A) −→ (B + A)/B −→ 0
que equival a tenir l’isomorfisme buscat. 
Teorema 2.2.20 (Tercer teorema d’isomorfisme). Sigui A ⊆ B ⊆ C
una cadena de subobjectes. Aleshores, B/A e´s un subobjecte de C/A i el
morfisme natural
C/B −→ (C/A)/(B/A)
e´s un isomorfisme.
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Demostracio´. Considerem el diagrama commutatiu
0 0 0
0 A A 0 0
0 B C C/B 0
B/A C/A C/B
0 0 0
Pel lema dels nuclis 2.2.11, tenim l’existe`ncia de l’u´ltima fila. Per tant, pel
lema dels nou 2.2.14, dedu¨ım l’isomorfisme buscat. 
Cap´ıtol 3
Axiomes de Grothendieck
Els axiomes addicionals per a una categoria abeliana que enunciem a conti-
nuacio´ van ser introdu¨ıts per Grothendieck a la revista matema`tica Tohoku,
donada la necessitat de fer construccions catego`riques molt me´s grans. Du-
rant tot el cap´ıtol, l’asterisc denota l’axioma dual. Les refere`ncies principals
so´n [21] i [16].
3.1 Els axiomes AB3 i AB3∗
La primera cosa que un troba a faltar en una categoria abeliana e´s poder
tenir la tranquilitat de fer productes i coproductes arbitraris sense haver de
preocupar-se sobre si aquests objectes surten fora de la categoria o no:
• AB3. Per a tota famı´lia F = {Ai}i∈I d’objectes de A , el coproducte
arbitrari
∐
i∈I Ai existeix a A . L’anomenem suma directa i posem∐
i∈I Ai =
⊕
i∈I Ai = A
⊕ I .
• AB3∗. Per a tota famı´lia F = {Ai}i∈I d’objectes de A , el producte
arbitrari
∏
i∈I Ai = A
∏ I existeix a A .
Moltes vegades, els axiomes AB3 i AB3∗ s’enuncien d’una altra manera
equivalent:
Definicio´ 3.1.1. Sigui F : I  A un functor. Diem que F e´s un functor
petit si la categoria I e´s petita. Diem que A e´s cocompleta si per a qualsevol
functor petit F : I  A , existeix el seu col´ımit lim−→F . Dualment, diem que
A e´s completa si tot functor petit te´ l´ımit lim←−F a A .
Proposicio´ 3.1.2. La categoria A e´s cocompleta si i nome´s si satisfa` AB3.
Dualment, A e´s completa si i nome´s si satisfa` AB3∗.
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Suposem que A satisfa` AB3 (resp. AB3∗) i sigui {Xi}i∈I una famı´lia d’ob-
jectes deA . Siguin
{
qi : Xi −→
⊕
i∈I Xi
}
i∈I (resp.
{
pi :
∏
i∈I Xi −→ Xi
}
i∈I)
els morfismes estructurals de la suma directa (resp. del producte). Alesho-
res, per a cada i0 ∈ I, existeix un u´nic morfisme p˜i0 :
⊕
i∈I Xi −→ Xi0 (resp.
q˜i0 : Xi0 −→
∏
i∈I Xi) tal que p˜i0qi0 = 1Xi0 i p˜i0qi = 0 (resp pi0 q˜i0 = 1Xi0 i
piq˜i0 = 0) per a tot i ∈ I, i 6= i0:
Xi
Xi0
⊕
i∈I Xi
Xi0
qi
0
1Xi0
qi0
∃! p˜i0
Xi0
∏
i∈I Xi Xi
Xi0
1Xi0
∃! q˜i0
0
pi0
pi
Els morfismes p˜i (resp. q˜i) s’anomenen projeccions cano`niques (resp. injec-
cions cano`niques) associades a qi (resp. pi).
Suposem que A satisfa` AB3 i el seu dual AB3∗ alhora. Aleshores, per la
propietat universal, existeix un u´nic morfisme
Ψ:
⊕
i∈I
Xi −→
∏
i∈I
Xi
compatible amb els morfismes cano`nics i estructurals, e´s a dir, tal que el
diagrama
Xi
⊕
i∈I Xi
∏
i∈I Xi
Xi
qi
p˜i
∃! Ψ
pi
E´s commutatiu: piΨ = p˜i per a tot i ∈ I. Diem que Ψ e´s la transforma-
cio´ Ad generalitzada, fent analogia amb la transformacio´ Ad de la definicio´
de categoria additiva. Si el conjunt I e´s finit, Ψ e´s un isomorfisme per de-
finicio´ de categoria abeliana pero`, en general, Ψ no te´ perque` ser mo`nic o e`pic.
Sigui ara {Ai}i∈I una famı´lia de subobjectes d’un objecte A ∈ A , on A e´s
una categoria abeliana que satisfa` AB3. Aleshores, existeix un u´nic morfisme
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s fent commutatiu el diagrama
Ai
⊕
i∈I Ai A
ri
ui ∃! s
on els ri : Ai  A so´n els monomorfismes cano`nics. Aleshores, gra`cies a
l’existe`ncia de sumes arbitra`ries, podem estendre la definicio´ de suma de
subobjectes al cas infinit:
Definicio´ 3.1.3. Sigui A ∈ A una categoria abeliana que satisfa` AB3.
Sigui {Ai}i∈I una famı´lia de subobjectes d’un objecte A ∈ A . Aleshores, es
defineix la suma de la famı´lia {Ai}i∈I com el subobjecte∑
i∈I
Ai := Im
(
s :
⊕
i∈I
Ai −→ A
)
Dualment, suposem que A satisfa` l’axioma AB3∗ i considerem la famı´lia
d’objectes qu¨ocient {A/Ai}i∈I associada a la famı´lia {Ai}i∈I via la bijeccio´
1.2.7. Aleshores, existeix un u´nic morfisme k fent commutar el diagrama
A
∏
i∈I A/Ai A/Ai
∃! k
hi
qi
on els hi : A A/Ai so´n els epimorfismes cano`nics. En aquest cas, gra`cies a
l’existe`ncia de productes arbitraris, podem generalitzar la nocio´ d’interseccio´
de subobjectes:
Definicio´ 3.1.4. Sigui A ∈ A una categoria abeliana satisfent AB3∗. Sigui
{Ai}i∈I una famı´lia de subobjectes d’un objecte A ∈ A i considerem els
objectes quocient corresponents. Aleshores, es defineix la interseccio´ de la
famı´lia {Ai}i∈I com el subobjecte⋂
i∈I
Ai := Ker
(
k : A −→
∏
i∈I
A/Ai
)
Continuant amb les generalitzacions, sigui f : A −→ B ∈ Hom(A ) un mor-
fisme. Volem generalitzar el concepte d’imatge i preimatge de subconjunts
del domini i del codomini, respectivament, d’una aplicacio´ entre conjunts.
La manera catego`rica de fer-ho e´s la segu¨ent:
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Definicio´ 3.1.5. Sigui (A
′
, r) un subobjecte de A. Aleshores, es defineix la
imatge directa per f del subobjecte A
′
com l’objecte
f(A
′
) := Im(fr)
Si (A
′′
, p) e´s un objecte quocient de A, sigui (A
′
, r) el subobjecte que li cor-
respon via la bijeccio´ 1.2.7, e´s a dir, (A
′
, r) ∼= (Ker(p), ker(p)). En aquesta
situacio´, es defineix la imatge directa per f de l’objecte quocient A
′′
com
l’objecte
f(A
′′
) := Coker(fr)
Dualitzant la definicio´ anterior, s’obte´ la definicio´ de l’aplicacio´ f−1:
Definicio´ 3.1.6. Sigui (B
′′
, r) un objecte quocient de B. Aleshores, es defi-
neix la imatge inversa per f de l’objecte quocient B
′′
com l’objecte
f−1(B
′′
) := Coim(rf)
Si (B
′
, p) e´s un subobjecte de B, sigui (B
′′
, r) l’objecte quocient que li cor-
respon via la bijeccio´ 1.2.7, e´s a dir, (B
′′
, r) ∼= (Coker(p), coker(p)). En
aquesta situacio´, es defineix la imatge inversa per f de l’objecte quocient B
′
com l’objecte
f−1(B
′
) := Ker(rf)
Les imatges directes i inverses satisfan certes condicions d’universalitat, tal i
com passa amb les imatges i preimatges de subgrups normals via morfismes
de grups:
Proposicio´ 3.1.7. Sigui f : A −→ B ∈ Hom(A ) un morfisme, (A′ , i) un
subobjecte de A i (B
′
, j) un subobjecte de B. Aleshores:
1. f(A
′
) e´s un subobjecte de B tal que per a qualsevol altre subobjecte
(B
′′
, t) de B pel qual existeix un morfisme u : A
′ −→ B′′ que verifica
fi = tu, es te´ que f(A
′
) ⊆ B′′.
2. Dualment, f−1(B
′
) e´s un subobjecte de A tal que per a qualsevol altre
subobjecte (A
′′
, r) de A pel qual existeix un morfisme v : A
′′ −→ B′ que
verifica fr = jv, es te´ que A
′′ ⊆ f−1(B′).
Demostracio´. Immediata a partir de la universalitat dels morfismes nucli i
conucli. 
Amb aquesta proposicio´, es dedueixen les propietats que hom espera:
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Proposicio´ 3.1.8. Sigui f : A −→ B ∈ Hom(A ) un morfisme i considerem
els subobjectes
A
′ ⊆ A′′ ⊆ A
B
′ ⊆ B′′ ⊆ B
de A i B, respectivament. Aleshores:
1. f(A
′
) ⊆ f(A′′).
2. f−1(B
′
) ⊆ f−1(B′′).
3. A
′ ⊆ f−1(f(A′)).
4. f(f−1(B
′
)) ⊆ B′.
5. f(A
′
) = f(f−1(f(A
′
))).
6. f−1(B
′
) = f−1(f(f−1(B
′
))).
Demostracio´. Els 2 primers apartats so´n immediats a partir de la definicio´
d’imatge directe i inversa, mentre que la resta so´n consequ¨e`ncia immediata
de la proposicio´ anterior 3.1.7. 
Ja hem vist a 1.2.3 que, per a cada A ∈ A , podem definir una relacio´
d’ordre parcial sobre la classe de subobjectes S(A). Per tant, podem pensar
S(A) com a categoria de la manera evident. Aix´ı, segons la proposicio´ 3.1.8,
dedu¨ım que les imatges directes i inverses defineixen functors
f∗ : S(A)  S(B)
A
′ 7−→ f∗(A′) := f(A′)
f ∗ : S(B)  S(A)
B
′ 7−→ f ∗(B′) := f−1(B′)
A me´s, per a cada f : A −→ B ∈ Hom(A ), la terna (f∗, f ∗, ϕ) defineix una
adjuncio´ de S(A) a S(B)
S(A) S(B)
f∗
f∗
Amb bijeccio´ ϕ donada, per a cada parell de subobjectes A
′ ⊆ A i B′ ⊆ B,
per l’aplicacio´ evident
ϕ = ϕA,B : HomS(B)(f(A
′
), B
′
) ∼= HomS(A)(A′ , f−1(B′))
Aixo` ens serveix per al segu¨ent: per una banda, tenim un teorema sobre
commutacio´ de l´ımits en el cas de tenir una adjuncio´:
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Teorema 3.1.9. Sigui (F,G, ϕ)
A B
F
G
una adjuncio´, on F e´s un functor covariant. Aleshores,
1. F commuta amb el l´ımit inductiu a A de qualsevol functor. E´s a dir,
si per a qualsevol functor
S : I  A ,
es te´ que
F (lim−→S) ∼= lim−→(F ◦ S).
Dualment, G commuta amb el l´ımit projectiu a B de qualsevol functor. E´s
a dir, si per a qualsevol functor
T : I  B,
es te´ que
F (lim←−T ) ∼= lim←−(F ◦ T ).
Per l’altra banda, hom pot provar que donat qualsevol objecte A ∈ A i
donada qualsevol famı´lia F = {Ai}i∈I , finita o infinita, de subobjectes de
A, la seva suma ∑
i∈I
Ai =
⊕
i∈I
Ai
e´s una suma directa de F a la categoria S(A). Dualment, la seva interseccio´⋂
i∈I
Ai =
∏
i∈I
Ai
e´s un producte de F a S(A). Per tant, S(A) e´s una categoria AB3 i AB3∗,
sempre que la categoria A sigui AB3 i AB3∗, respectivament.
Finalment, juntant l’observacio´ anterior i el teorema 3.1.9, dedu¨ım la propi-
etat esperada:
Proposicio´ 3.1.10. Sigui f : A −→ B ∈ Hom(A ) un morfisme, {Ai}i∈I
una famı´lia de subobjectes de A i {Bj}j∈J una famı´lia de subobjectes de B.
Suposem que A satisfa` AB3. Aleshores,
f
(∑
i∈I
Ai
)
=
∑
i∈I
f(Ai)
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Si la categoria A satisfa` l’axioma dual AB3∗, aleshores la imatge inversa de
f e´s comporta be´ amb les interseccions, e´s a dir:
f−1
( ⋂
j∈J
Bj
)
=
⋂
i∈J
f−1(Bj)
Tot seguit, donem uns quants exemples de categories que satisfan, o no, els
axiomes AB3 i AB3∗:
Exemples 3.1.11. 1. Les categories Ab i R−Mod satisfan els 2 axio-
mes. Sigui F = {Mi}i∈I una famı´lia arbitra`ria de R−mo`duls. La seva
suma directa e´s el mo`dul⊕
i∈I
Mi := {α : I −→ ∪i∈IMi : α(i) ∈Mi ∀i ∈ I, α quasi finita}
juntament amb la famı´lia de morfismes {qj : Mj −→
⊕
i∈IMi}j∈I de-
finits per mj 7−→ {αmj(i)}i∈I, on αmj(i) := mδij. La propietat de ser
quasi finta vol dir que α(i) = 0 per a tot i llevat d’un nombre finit. Que
la suma directa te´ estructura de mo`dul e´s evident: la suma es defineix
component a component de la manera habitual. Aix´ı, tot α ∈⊕i∈IMi
es pot posar com una suma
α =
∑
i∈I
α(i)δi
on
δi(j) :=
{
1Mi , si i = j,
0, altrament.
Per tant, e´s clar que la famı´lia {δi}i∈I e´s una base del mo`dul
⊕
i∈IMi.
Ara, donat un mo`dul N i una famı´lia de morfismes {fj : Mj −→ N}j∈I
qualsevol, el morfisme
ϕ⊕ :
⊕
i∈IMi −→ N
{α(i)}i∈I 7−→
∑
i∈I fi(α(i))
esta` ben definit, ja que la suma te´ un nombre finit de termes diferents
de zero, i e´s l’unic morfisme que fa commutar el diagrama
Mj
⊕
i∈IMi
N
qj
fj
∃!ϕ
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per a tot j ∈ I. La construccio´ del coproducte e´s bastant semblant;
l’objecte e´s el mateix que en el cas de la suma directa pero` suprimint
la condicio´ de quasi finitud. E´s a dir, el producte ve donat pel mo`dul
∏
i∈I
Mi := {α : I −→ ∪i∈IMi : α(i) ∈Mi ∀i ∈ I}
juntament amb les projeccions {pj :
∏
i∈IMi −→ Mj}j∈I definides de
la manera habitual: {α(i)}i∈I 7−→ α(j). La propietat universal es com-
pleix: per a qualsevol mo`dul N i famı´lia de morfismes {fj : N −→
Mj}j∈I, el morfisme universal ve donat per
ϕ∏ : N −→ ∏i∈IMi
x 7−→ {fi(x)}i∈I
2. La categoria AbFin dels grups abelians finits. Aquesta cateogria no sa-
tisfa` cap dels 2 axiomes, ja que al fer productes i coproductes arbitraris
la propietat de finitud es perd: per exemple, els grups∏
i∈N
Z/2Z i
⊕
i∈N
Z/2Z
no tenen cardinal finit.
3. La categoria AbTor dels grups abelians de torsio´ satisfa` AB3 pero` no
AB3∗. En efecte, sigui {Ai}i∈I una col·leccio´ arbitra`ria de grups abe-
lians de torsio´: recordem que aixo` vol dir que els elements de cada Ai
queden caracteritzats per tenir ordre finit. Aleshores, tot element de la
suma directa
AI =
⊕
i∈I
Ai
te´ ordre finit: en efecte, sigui α ∈ AI. Aleshores
ord(α) ≤
N∏
i=1
ord(α(i)) <∞
on N := | {i : α(i) 6= 0} |, que e´s un nombre finit per hipo`tesi. En canvi,
e´s clar que aquest argument no funciona per al producte arbitrari i que,
de fet, existeixen productes amb elements que no so´n de torsio´.
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3.2 Els axiomes AB4 i AB4∗
Suposem que A verifica AB3. Observem que si tenim una famı´lia de mor-
fismes de A
fi : Ai −→ Bi, i ∈ I
i posem Ci := Coker(fi), tenim una famı´lia de successions exactes
Ai Bi Ci 0
fi coker(fi)
i ∈ I
Aleshores, la successio´ indu¨ıda per la suma directa
⊕
i∈I Ai
⊕
i∈I Bi
⊕
i∈I Ci 0
⊕
i∈I fi
⊕
i∈I coker(fi)
i ∈ I
tambe´ e´s exacta. Equivalentment, el functor suma directa e´s exacte per la
dreta, que e´s el mateix que dir que conserva epimorfismes. Dualment, si A
verifica AB3∗, el functor producte directe e´s un functor exacte per l’esquerra:
tot producte de monomorfismes e´s un monomorfisme. Tot aixo` e´s degut a
que els col´ımits i els l´ımits commuten entre ells (vegeu [4], proposicio´ 2.12.1,
per tenir l’enunciat prec´ıs).
En el cas finit, el producte i coproducte d’isomorfismes e´s un isomorfisme. En
canvi, quan fem sumes i productes arbitraris no e´s cert, en general, que els
functors suma directa i producte siguin exactes per l’esquerra i per la dreta,
respectivament. E´s per aixo` que en algunes situacions hem de demanar que
aquestes propietats tinguin lloc:
• AB4. A e´s AB3 i la suma directa de monomorfismes e´s un monomor-
fisme.
• AB4∗. A e´s AB3∗ i el producte d’epimorfismes e´s un epimorfisme.
Exemples 3.2.1. 1. Les categories Ab i R−Mod satisfan els dos axi-
omes. Aixo` e´s evident: sigui {fi : Mi −→ Ni}i∈I una famı´lia de mor-
fismes de R-mo`duls. Aleshores, sabem que els morfismes producte i
coproducte venen donats per:
f∏ = ∏i∈I fi : ∏i∈IMi −→ ∏i∈I Ni
(ai)i∈I 7−→ (fi(ai))i∈I
f⊕ = ⊕i∈I fi : ⊕i∈IMi −→ ⊕i∈I Ni
(ai)i∈I 7−→ (fi(ai))i∈I
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com es comprova via propietats universals. Per tant, e´s clar que el
producte d’epimorfismes e´s un epimorfisme i que la suma de monomor-
fismes e´s un monomorfisme, ja que a R−Mod aixo` equival a veure
exhaustivitat i injectivitat, respectivament.
2. La categoria Sh(X) de feixos sobre un espai topolo`gic X. Aquesta
categoria e´s abeliana i completa, pero` no satisfa` AB4∗.
Per tancar la seccio´, donem una condicio´ suficient per ser AB4 en termes
dels axiomes AB3 i AB3∗:
Proposicio´ 3.2.2. Sigui A una categoria satisfent els axiomes AB3 i AB3∗
alhora. Suposem que, per a tota famı´lia {Ai}i∈I d’objectes de A , la trans-
formacio´ Ab generalitzada
Ψ:
⊕
i∈I
Ai −→
∏
i∈I
Ai
e´s un monomorfisme. Aleshores, A verifica AB4.
Demostracio´. Sigui
{
fi : A
′
i Ai
}
i∈I una famı´lia de monomorfismes qualse-
vol. Siguin
Ψ
′
:
⊕
i∈I
A
′
i −→
∏
i∈I
A
′
i i Ψ:
⊕
i∈I
Ai −→
∏
i∈I
Ai
les transformacions Ab generalitzades associades a les famı´lies
{
A
′
i
}
i∈I i{Ai}i∈I , respectivament. Aleshores, tenim un diagrama commutatiu⊕
i∈I A
′
i
⊕
i∈I Ai
∏
i∈I A
′
i
∏
i∈I Ai
ϕ
′
⊕
i∈I fi
ϕ∏
i∈I fi
Com que el producte arbitrari de monomorfismes e´s mo`nic, el morfisme pro-
ducte
∏
i∈I fi e´s mo`nic i, per la commutativitat del diagrama, el morfisme
suma
⊕
i∈I fi tambe´ ho e´s. 
3.3 Els axiomes AB5 i AB5∗
Definicio´ 3.3.1. Sigui (I,4) un preordre. Es diu que I e´s un conjunt dirigit
si tot parell d’elements de I te´ una fita superior. E´s a dir, si ∀i, j ∈ I, existeix
un k ∈ I tal que i 4 k i j 4 k.
3.3 Els axiomes AB5 i AB5∗ 80
Sigui (I,4) un conjunt dirigit i suposem que per a tot i ∈ I tenim una
successio´ exacta
0 X
′
i Xi X
′′
i 0
fi gi
tal que per a tot parell d’elements i, j ∈ I tals que i 4 j es tenen morfismes
f
′
ij : X
′
i −→ X
′
j, fij : Xi −→ Xj i f
′′
ij : X
′′
i −→ X
′′
j
tals que el diagrama
0 X
′
i Xi X
′′
i 0
0 X
′
j Xj X
′′
j 0
f
′
ij
fi
fij
gi
f
′′
ij
fj gj
e´s commutatiu. Suposem que
f
′
ii = 1X′i
, fii = 1Xi i f
′′
ii = 1X′′i
i que per a tota terna d’elements i, j, k ∈ I tals que i 4 j 4 k, es tenen les
relacions de compatibilitat segu¨ents:
f
′
jkf
′
ij = f
′
ik, fjkfij = fik i f
′′
jkf
′′
ij = f
′′
ik
En aquest cas, diem que el parell ({Xi}i∈I , {fij}i,j∈I) e´s un sistema directe
de successions exactes curtes. El concepte dual s’anomena sistema invers
de successions exactes curtes. Una definicio´ equivalent i me´s compacta e´s la
segu¨ent:
Definicio´ 3.3.2. Siguin (I,4) un conjunt dirigit i Ex(A ) la categoria defi-
nida de la manera segu¨ent: els objectes so´n successions exactes curtes a A i
un morfisme u : E −→ F ∈ Ex(A ) de successions exactes curtes es defineix
com un diagrama commutatiu
E : 0 X
′
X X
′′
0
F : 0 Y
′
Y Y
′′
0
f
′
f
f
g
f
′′
f g
Aleshores, un sistema directe de successions exactes curtes e´s un functor
covariant
F : I  Ex(A ).
Dualment, un sistema invers de successions exactes curtes e´s un functor co-
variant
G : Io  Ex(A ).
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La segona definicio´ ens permet definir de manera me´s co´moda les nocions de
l´ımit directe i l´ımit invers de sistemes directes i sistemes inversos de succes-
sions exactes curtes:
Definicio´ 3.3.3. Sigui (I,4) un conjunt dirigit i
F : I  Ex(A )
un sistema directe de successions exactes curtes. Definim el seu l´ımit directe
com el col´ımit
lim−→Xi := lim−→F.
Dualment, sigui
G : Io  Ex(A )
un sistema invers de successions exactes curtes. Aleshores, es defineix el seu
l´ımit invers com el l´ımit
lim←−Xi := lim←−G.
Donat un sistema directe de successions exactes curtes F : I  Ex(A ), es
te´ el diagrama commutatiu segu¨ent:
0 X
′
i Xi X
′′
i 0
lim−→X
′
i lim−→Xi lim−→X
′′
i 0
u
′
i
fi
ui
gi
u
′′
i
f g
(3.1)
on els morfismes f i g existeixen per universalitat. En aquest cas, e´s senzill
provar que l’u´ltima fila e´s exacta: de fet, (g, lim−→X
′′
i ) e´s el conucli de f . Com
que es do´na aquesta situacio´, tenim que els l´ımits directes so´n exactes per
la dreta. Dualment, els l´ımits inversos so´n exactes per l’esquerra. Ara la
pregunta natural e´s : quan podem dir que els l´ımits directes so´n exactes per
l’esquerra? Aquesta propietat e´s exactament la que demanarem a l’u´ltim
axioma.
Amb totes aquestes consideracions, procedim a enunciar una se`rie d’equi-
vale`ncies que serviran per poder enunciar l’u´ltim aixoma de Grothendieck.
La prova e´s una mica llarga, i el lector interessat la pot trobar a [16], §2
teorema 8.6:
Proposicio´ 3.3.4. Sigui A una categoria verificant AB3∗. So´n equivalents:
1. Per a qualsevol sistema directe de successions exactes a A , el morfisme
cano`nic f del diagrama 3.1 e´s un monomorfisme, e´s a dir, els limits
directes so´n exactes.
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2. Per a qualsevol conjunt dirigit {Xi}i∈I de subobjectes d’un objecte X ∈
A qualsevol, l’u´nic morfisme
l : lim−→Xi −→ X
e´s un monomorfisme i Im(l) =
∑
i∈I Xi. Per tant, e´s un isomorfisme
amb la imatge.
3. Sigui X ∈ A un objecte, {Xi}i∈I un conjunt dirigit de subobjectes de
X i X
′
un subobjecte de X. Aleshores, tenim que
∑
i∈I
(Xi ∩X ′) =
(∑
i∈I
Xi
)
∩X ′
4. Sigui f : X −→ Y un morfisme i {Xi}i∈I un conjunt dirigit de subob-
jectes de X. Aleshores,
f−1
(∑
i∈I
Xi
)
=
∑
i∈I
f−1(Xi).
5. Sigui {Xi}i∈I una famı´lia d’objectes. Per a qualsevol subconjunt finit
J ⊆ I, sigui
XJ := Im
(
ϕJ :
⊕
j∈J
Xj −→
⊕
i∈I
Xi
)
on ϕJ e´s el morfisme cano`nic. Aleshores, per a qualsevol subobjecte
X ⊆⊕i∈I Xi, tenim que
X =
∑
I ⊆ J
|J | <∞
(X ∩XJ )
Ara ja estem en condicions d’enunciar l’u´ltim parell d’axiomes de Grothen-
dieck:
• AB5. A e´s AB3 i satisfa` qualsevol de les condicions equivalents de la
proposicio´ 3.3.4.
• AB5∗. A e´s AB3∗ i satisfa` qualsevol de les condicions dualitzades de
la proposicio´ 3.3.4.
3.3 Els axiomes AB5 i AB5∗ 83
Corol·lari 3.3.5. Tota categoria AB5 e´s AB4.
Demostracio´. Siguin A una categoria AB5 i {fi : Ai −→ Bi}i∈I un conjunt
de monomorfismes de A . Considerem el morfisme suma
f =
⊕
i∈I
Ai −→
⊕
i∈I
Bi.
Sigui IFin := {J ⊆ I : |J | <∞} el conjunt de subconjunts finits de I. Per
a cada J ∈ IFin, sigui
AJ := Im
(
ϕJ :
⊕
j∈J
Aj −→
⊕
i∈I
Ai
)
exactament igual que a la proposicio´ 3.3.4. En aquest cas {AJ }J∈IFin e´s un
conjunt dirigit, ja que tot AJ te´ una fita superior, a saber, l’objecte⊕
i∈I
Ai.
A me´s, tenim que ∑
J∈IFin
AJ =
⊕
i∈I
Ai.
Sigui K := Ker(f). Aleshores,
K =
( ∑
J∈IFin
AJ
)
∩K =
∑
J∈IFin
(AJ ∩K)
on l’u´ltima igualtat e´s deguda a que A e´s AB5. Raonem per reduccio´ a
l’absurd i suposem que K 6= 0. Aleshores, existeix un J0 ∈ IFin tal que
(AJ0 ∩K) 6= 0. Sigui
ϕJ0 :
⊕
j∈J0
Aj −→
⊕
i∈I
Ai
Obviament, ϕ−1J0 (AJ ∩K) 6= 0. Considerem tambe´
ΨJ0 :
⊕
j∈J0
Bj −→
⊕
i∈I
Bi.
En aquesta situacio´, existeix un u´nic morfisme fJ0 fent commutar el diagrama
segu¨ent: ⊕
j∈J0 Aj
⊕
i∈I Ai
⊕
j∈J0 Bj
⊕
i∈I Bi
∃! fJ0
ϕJ0
f
ΨJ0
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Aleshores, f ◦ ϕJ0 = ΨJ0 ◦ fJ0 i ϕ−1J0 (AJ ∩K) = Ker(f ◦ ϕJ0) = Ker(ΨJ0 ◦
fJ0) = 0, ja que ΨJ0 i fJ0 so´n mo`nics. Aixo` e´s una contradiccio´ en tota regla.
Per tant, K = 0 i f e´s un monomorfisme. 
Exemples 3.3.6. 1. Les categories Ab i R−Mod satisfan AB5. En
canvi, l’axioma dual AB5∗ no e´s cert.
2. Ana`logament, Sh(X) satisfa` AB5 pero` no el seu dual AB5∗.
De fet, es te´ el segu¨ent:
Corol·lari 3.3.7. Sigui A 6= 0 una categoria amb conjunt d’objectes diferent
de l’objecte zero. Aleshors, no e´s possible que els axiomes AB5 i AB5∗
tinguin lloc a la vegada.
Cap´ıtol 4
Generadors i objectes
projectius
En aquest cap´ıtol ens centrem en objectes concrets: generadors, projectius i
les seves nocions duals, sempre mirant-ho tot des del punt de vista dels R-
mo`duls. Les refere`ncies principals que hem utilitzat so´n les segu¨ents: pel que
fa als generadors i objectes projectius, hem llegit els llibres [3] i [21]. Alguns
teoremes i propietats sobre teoria de mo`duls s’han obtingut dels cla`ssics [1]
i [12]. Finalment, ens hem basat en [16] per donar els detalls de la prova del
teorema de l’embedding de Freyd-Mitchell.
4.1 Generadors
Quan treballem amb categories en abstracte, no tenim cap manera bona de
comparar dos morfismes, ja que el concepte d’igualtat e´s intern a la categoria.
En aquest context, els generadors so´n objectes que ens permeten distingir
morfismes:
Definicio´ 4.1.1. Sigui F = {Gi}i∈I una famı´lia d’objectes de A . Diem
que F e´s una familia de generadors de A si per a tot parell de morfismes
u, v ∈ A (A,B) es compleix el segu¨ent: per a tot G = Gi ∈ F i per a tot
morfisme g ∈ A (G,A) tal que ug = vg, aleshores u = v. E´s a dir, si u 6= v,
∃ G = Gi ∈ F i g ∈ A (G,A) tal que ug 6= vg.
Proposicio´ 4.1.2. F = {Gi}i∈I e´s una famı´lia de generadors de A si i
nome´s si els functors
A (Gi,−) : A  Ab
so´n col·lectivament fidels. E´s a dir, si ∀u, v ∈ A (A,B) e´s te´ que
A (Gi, u) = A (Gi, v) ∀i ∈ I =⇒ u = v.
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Demostracio´. Immediata a partir de les definicions de famı´lia de generadors
i del functor A (A,−). 
En particular, si considerem famı´lies amb un sol objecte, es te´ el segu¨ent:
Corol·lari 4.1.3. G ∈ A e´s un generador de A si i nome´s si el functor
A (G,−) : A  Ab
e´s fidel.
Exemples 4.1.4. 1. A Set, el conjunt format per un sol element G = ∗
e´s un generador. En efecte, siguin u, v ∈ Set(A,B) dues aplicacions
qualssevol. Suposem que u 6= v. Aixo` equival a dir que existeix un
x ∈ A tal que u(x) 6= v(x). Per tant, e´s suficient considerar l’aplicacio´
g : ∗ −→ A
∗ 7−→ x
ja que aleshores es te´ que ug 6= vg. A Top, el mateix conjunt amb
un sol element G = ∗ amb l’u´nica topologia possible T = {∅, ∗} e´s un
generador: la prova e´s la mateixa i la continu¨ıtat de g e´s immediata.
2. A Ab, G = Z e´s un generador. La comprovacio´ e´s semblant a l’an-
terior: siguin u, v ∈ Ab(A,B) dos morfismes de grups qualssevol. Si
existeix x ∈ A tal que u(x) 6= v(x), nome´s cal agafar el morfisme de
grups g definit per
g : Z −→ A
1Z 7−→ x
Aleshores, e´s clar que ug 6= vg.
3. Me´s generalment, a R−Mod G = R e´s un generador. De fet, tot
R-mo`dul lliure R
⊕ I e´s un generador a R−Mod.
Dintre de les categories abelianes, es te´ la caracteritzacio´ segu¨ent dels gene-
radors:
Proposicio´ 4.1.5. Sigui A una categoria abeliana AB3. Sigui F = {G}
i∈I
una famı´lia d’objectes de A i considerem la seva suma G =
⊕
i∈I Gi, que
existeix per hipo`tesi. So´n equivalents:
1. F e´s una famı´lia de generadors.
2. G e´s un generador.
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3. Tot objecte A ∈ A e´s isomorf a un quocient d’una suma directa G⊕J =⊕
j∈J G, per algun conjunt J .
Demostracio´. 1 =⇒ 2 Siguin u, v ∈ A (A,B) i suposem que u 6= v. Per
hipo`tesi, existeixen Gi ∈ F i g : Gi −→ A tal que ug 6= vg. Per veure que G
e´s un generador, hem de definir un morfisme k : G −→ A tal que uk 6= vk.
Recordem que, gra`cies a que es te´ l’isomorfisme
A (G,A) ∼=
⊕
i∈I
A (Gi, A)
en tenim prou amb definir k component a component. Considerem doncs,
per j ∈ I, la famı´lia de morfismes kj : Gj −→ A definida per kj = g si i = j
i kj = 0 altrament. Aleshores, existeix un u´nic morfisme k : G −→ A tal que
kqj = kj. Per definicio´ de k, e´s immediat verificar la condicio´ uk 6= vk. Per
tant, G e´s un generador de la categoria A .
2 =⇒ 3 Prenem J := A (G,A) i considerem el morfisme
ϕ : G⊕J −→ A
definit component a component per ϕf := f , f ∈ J . E´s a dir, si per a cada
f ∈ J denotem per qf a la corresponent injeccio´ de la suma directa, tenim
que ϕ e´s l’u´nic morfisme que fa commutar el diagrama
G G⊕J
A
qf
f ∃!ϕ
per a tot f ∈ J . Vegem que ϕ e´s un epimorfisme: considerem el diagrama
G⊕J A B
u
v
amb uϕ = vϕ. Aleshores, per a tot f ∈ A (G,A), tenim que
uf = vf =⇒ u = v
ja que G e´s un generador. Per tant,
uϕ = vϕ =⇒ uϕqf = vϕqf
ϕqf=f︷ ︸︸ ︷⇐⇒ uf = vf =⇒ u = v
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3 =⇒ 1 Suposem que per a tot A ∈ A , existeix un conjunt JA i un
epimorfisme
ϕA : G⊕JA  A
amb components (ϕAi )i∈JA . Vegem que els functors {A (Gi,−)}i∈JA so´n in-
jectius, fet que implica que so´n col·lectivament fidels i, per tant, que F e´s una
famı´lia de generadors. E´s clar que els functors {A (Gi,−)}i∈JA so´n additius.
Per tant, veure la seva fidelitat equival a veure que el seus nuclis so´n zero.
Sigui i0 ∈ JA i posem h := A (Gi0 ,−). Sigui g ∈ A (A,B) tal que h(g) = 0,
e´s a dir, fg = 0 per a tot f ∈ A (Gi0 , A). En particular, fϕAi0 = 0. Com que
ϕAqi = ϕ
A
i i ϕ
A e´s un epimorfisme, els morfismes (ϕAi )i∈JA so´n e`pics. Per
tant, l’equacio´ fϕAi0 = 0 implica que f = 0. Per tant, Ker(ϕ
A) = 0. 
Corol·lari 4.1.6. En les mateixes hipo`tesis que a la proposicio´ 4.1.5, tot
objecte de A admet una resolucio´ de generadors, e´s a dir, una C-resolucio´
per l’esquerra, essent C la classe de generadors de A .
Demostracio´. La idea e´s utilitzar successivament el fet que tot objecte de A
e´s quocient d’una suma directa amb sumand G, provat a 4.1.5. Sigui A ∈ A .
Pel que acabem de comentar, existeix un conjunt I0 i un epimorfisme
G
⊕ I0 A 00
Aplicant de nou el mateix argument, existeix un altre conjunt I1 i un epi-
morfisme sobre Ker(0)
G
⊕ I1 G⊕ I0 A 0
Ker(0)
0 0
1
0
Sigui ∂1 := ker(0) ◦ 1. Aleshores, e´s clar que la successio´ vermella
G
⊕ I1 G⊕ I0 A 0
Ker(0)
0 0
∂1
1
0
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e´s exacta. En efecte,
Im(∂1) = Im(ker(0)◦1) ≡S(A) Ker(coker(ker(0))) = Im(ker(0)) ≡S(A) Ker(0),
on la primera equivale`ncia de subobjectes s’obte´ dualitzant la proposicio´
2.1.4 i l’u´ltima igualtat e´s evident a partir de la descomposicio´ cano`nica
ker(0) = im(ker(0)) ◦ k˜er(0). Ara l’argument consisteix en procedir per
induccio´: posant ∂i = ker(i−1) ◦ i per a tot i ≥ 1, tenim un complex de
cadenes
0 0 0 0
Ker(3) Ker(1)
. . . G
⊕ I3 G⊕ I2 G⊕ I1 G⊕ I0 A 0
Ker(2) Ker(0)
0 0 0 0
4
∂4
3
∂3
2
∂2 ∂1
1
0
que e´s una resolucio´ de generadors de A. 
4.2 Objectes projectius
Disposar d’un R-mo`dul lliure e´s una gran ventatja, pero` en alguns casos en
tenim prou amb una versio´ me´s feble. Els objectes projectius so´n, d’alguna
manera, la generalitzacio´ del concepte de base d’un R-mo`dul lliure o, me´s
concretament, d’un espai vectorial sobre un cos K :
Definicio´ 4.2.1. Un objecte P ∈ A es diu que e´s projectiu si satisfa` la
propietat universal d’aixecament segu¨ent: Per a tot epimorfisme pi : B  C
i per a tot morfisme γ : P −→ C, existeix almenys un morfisme β : P −→ B
(no necessa`riament u´nic) tal que el diagrama
B
P C
pi
γ
∃β
e´s commutatiu. En aquest cas, diem que β e´s un aixecament de γ.
Exemple 4.2.2. L’exemple me´s clar e´s el d’espai vectorial: considerem A =
VectK la categoria d’espais vectorials sobre un cos K fixat. Aleshores, tot K-
e.v. E ∈ VectK e´s un objecte projectiu: en efecte, considerem el diagrama
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G
E F
pi
γ
Sigui B = {ei}i∈I una base de Hamel qualsevol de E. Per l’exhaustivitat de
pi (i assumint l’axioma de l’eleccio´) tenim que per a tot i ∈ I, existeix un
gi ∈ G tal que pi(gi) = γ(ei). Per tant, si definim
β : E −→ G
ei 7−→ β(ei) := gi
e´s clar que β e´s un aixecament de γ, estenent-lo per linealitat.
Una altra caracteritzacio´ u´til dels objectes projectius en una categoria abe-
liana A qualsevol e´s la segu¨ent:
Proposicio´ 4.2.3. Sigui P ∈ A . Aleshores, P e´s projectiu si i nome´s si el
functor A (P,−) e´s exacte.
Demostracio´. =⇒ Suposem que P e´s projectiu. Per 2.1.10, e´s suficient
provar que A (P,−) e´s exacte sobre successions exactes curtes. Sabem, per
l’exemple 2.1.8, que el functor A (P,−) sempre e´s exacte per l’esquerra. Per
tant, nome´s cal verificar que e´s exacte per la dreta. Aixo equival, en aquesta
situacio´, a veure l’exhaustivitat de les aplicacions
A (P, pi) : A (P,B) −→ A (P,C)
g 7−→ pi ◦ g
amb pi ∈ A (P,B) e`pic. Sigui pi ∈ A (P,B) un epimorfisme i considerem
γ ∈ A (P,C). Com que P e´s projectiu, existeix un aixecament de P , e´s a
dir, una preimatge de γ per A (P, pi). Per tant, el functor A (P,−) e´s exacte.
⇐= Rec´ıprocament, suposem que A e´s exacte. Siguin pi : B  C un
epimorfisme i γ : P −→ C un morfisme qualssevol.
B
P C
pi
γ
Com que A e´s exacte, en particular l’aplicacio´
A (P, pi) : A (P,B) −→ A (P,C)
g 7−→ pi ◦ g
e´s exhaustiva. Per tant, com que γ ∈ A (P,C), existeix un aixecament
β ∈ A (P,B) tal que pi ◦ β = γ. E´s a dir, P e´s projectiu. 
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Definicio´ 4.2.4. Diem que A te´ suficients projectius si per a tot A ∈ A ,
existeix un objecte projectiu P ∈ A i un epimorfisme P  A −→ 0.
Ana`logament al cas dels generadors, la suficie`ncia de projectius ens permet
parlar de resolucions projectives :
Proposicio´ 4.2.5. Suposem que A te´ suficients projectius. Aleshores, tot
objecte de A te´ una resolucio´ projectiva, e´s a dir, una C-resolucio´ per l’es-
querra amb C la classe d’objectes projectius de A .
Demostracio´. La prova e´s exactament la mateixa que la que hem donat a
4.1.6. Tot i aixo`, repetim els detalls per a que quedi clara. Sigui A ∈ A .
Com que A te´ suficients projectius, existeix un objecte projectiu P0 ∈ A i
un epimorfisme
P0 A 0
0
Un altre cop, per suficie`ncia de projectius, existeix un objecte projectiu P1 ∈
A i un epimorfisme sobre Ker(0)
P1 P0 A 0
Ker(0)
0 0
1
0
Sigui ∂1 := ker(0) ◦ 1. Aleshores, la successio´ blava
P1 P0 A 0
Ker(0)
0 0
∂1
1
0
e´s exacta, igual que a 4.1.6. Ara, posant ∂i = ker(i−1) ◦ i per a tot i ≥ 1,
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tenim un complex de cadenes
0 0 0 0
Ker(3) Ker(1)
. . . P3 P2 P1 P0 A 0
Ker(2) Ker(0)
0 0 0 0
4
∂4
3
∂3
2
∂2 ∂1
1
0
que e´s una resolucio´ projectiva de A. 
4.2.1 Mo`duls projectius
Acabem de veure que tot espai vectorial e´s projectiu. Me´s generalment,
tot mo`dul lliure e´s projectiu, amb demostracio´ ana`loga: nome´s cal fer un
aixecament de la seva base. Recordem que un mo`dul P e´s sumand directe
d’un mo`dul lliure si i nome´s si existeix un conjunt I i un mo`dul Q tals que
A
⊕ I = P ⊕Q. Clarament, tambe´ es te´ que tot sumand directe d’un mo`dul
lliure e´s projectiu. L’interessant e´s que el rec´ıproc tambe´ e´s cert, fet que ens
caracteritza els objectes projectius a R−Mod.
Lema 4.2.6 (Splitting lemma). Considerem la successio´ exacta curta de
R-mo`duls
0 A B C 0.
f g
So´n equivalents:
1. B ∼= A⊕ C.
2. Existeix una aplicacio´ α : B −→ A tal que f ◦ α = idB.
3. Existeix una aplicacio´ β : C −→ B tal que g ◦ β = idC.
Demostracio´. Per fer la prova, veurem les equivale`ncies 1 ⇐⇒ 2 i 1 ⇐⇒ 3 :
1 =⇒ 2 E´s evident: nomes cal considerar α : A ⊕ C −→ A la projeccio´
natural.
1 =⇒ 3 Com abans, prenem β : C −→ A⊕ C la injeccio´ natural.
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2 =⇒ 1 Definim el morfisme de R-mo`duls
ϕ : B −→ A⊕ C
b 7−→ (α(b), g(b))
Sigui (a, c) ∈ A ⊕ C. Com que g e´s exhaustiva, existeix un b ∈ B tal que
g(b) = c. Aleshores,
ϕ(f(a) + b) = (α(f(a)) + α(b), g(f(a)) + g(b)) = (a+ α(b), c)
pero` α(b) = 0, ja que c = g(b)
fα=idA︷︸︸︷
= g(f(α(b)) = 0. Per tant, ϕ e´s exhaus-
tiva. Tambe´ tenim injectivitat: sigui b ∈ B tal que ϕ(b) = 0. Aleshores,
α(b) = 0 i b = f(α(b)) = 0. E´s a dir, ϕ e´s un isomorfisme entre B i A⊕ C.
3 =⇒ 1 Finalment, definim el morfisme de R-mo`duls
ψ : A⊕ C −→ B
(a, c) 7−→ f(a) + β(c)
Com abans, e´s molt senzill verificar que ψ e´s un isomorfisme. Per veure
l’exhaustivitat, sigui b ∈ B. Aleshores
g(b− β(g(b))) = g(b)− g(b) = 0.
Per tant, b−β(g(b)) ∈ Ker(g) = Im(f), d’on obtenim l’existe`ncia d’un a ∈ A
tal que f(a) = b− β(g(b)). Per provar l’injectivitat, sigui (a, c) ∈ A⊕ C tal
que ψ(a, c) = 0. Aleshores, f(a) = −β(c) i, juntament amb la hipo`tesi, tenim
que c = g(β(c)) = g(−f(a)) = 0 i, per la injectivitat de f , f(a) = −β(c) = 0
implica a = 0.

Teorema 4.2.7. Sigui P un R-mo`dul. Aleshores, P e´s projectiu si i nome´s
si e´s un sumand directe d’un R-mo`dul lliure.
Demostracio´. =⇒ Suposem que P e´s un R-mo`dul projectiu. Sigui A =⊕
p∈|P |R el mo`dul lliure sobre el conjunt subjacent del mo`dul P . Observem
que es te´ un epimorfisme
pi : A  P∑
p∈|P | rpδp 7−→
∑
p∈|P | rpp
Com que P e´s projectiu, existeix un aixecament β : P −→ A tal que el
diagrama
A
P P
pi
1P
∃β
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e´s commutatiu, e´s a dir, tal que pi ◦ β = 1P . Considerem la successio´ exacta
curta
0 Ker(pi) A P 0pi
Utilitzant el lema 4.2.6, es dedueix que A ∼= P ⊕Ker(pi).
⇐= Suposem que existeix un R-mo`dul Q i un conjunt I tals que R⊕ I ∼=
P ⊕Q. En aquest cas, tenim les aplicacions inclusio´ i : P ↪→ R⊕ I i projeccio´
p : R
⊕ I −→ P , verificant i ◦ p = 1R⊕ I . Considerem el diagrama
M
P N
pi
γ
R
⊕ I e´s projectiu, ja que e´s un mo`dul lliure. Per tant, existeix un morfisme
β
′
tal que el diagrama este`s
M
R
⊕ I P N
pi
p
β
′
γ
e´s commutatiu. Definint β := β
′
i i usant la identitat i ◦ p = 1R⊕ I , es te´ que
pi ◦ β = γ i, per tant, P e´s un R-mo`dul projectiu. 
Un corol·lari interessant d’aquest teorema e´s que els mo`duls projectius sobre
un domini so´n lliures de torsio´. Primer, recordem aquest concepte:
Definicio´ 4.2.8. Sigui M un R-mo`dul. Diem que x ∈ M e´s un element de
torsio´ si existeix un r ∈ R no nul tal que rx = 0. Definim el submo`dul de
torsio´ de M com el submo`dul
MTor := {x ∈M : x e´s de torsio´}
Si MTor = 0, diem que M e´s lliure de torsio´.
Aleshores, obtenim una condicio´ necessa`ria per ser un mo`dul projectiu:
Corol·lari 4.2.9. Sigui R un domini. Aleshores, tot R-mo`dul projectiu e´s
lliure de torsio´.
Demostracio´. Sigui P un R-mo`dul projectiu. Pel teorema anterior 4.2.7,
existeix un R-mo`dul Q tal que P ⊕ Q ∼= R
⊕ I per algun conjunt I. Sigui
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piP : R
⊕ I  P la corresponent projeccio´ sobre P . Com que P e´s projectiu,
la identitat en P te´ un aixecament
R
⊕ I
P P
piP
idP
∃β
Per tant, β te´ invers per l’esquerra i, en consequ¨e`ncia, e´s un morfisme injectiu
(aixo` e´s cert perque` estem a la categoria de R-mo`duls: en general, nome´s e´s
te´ que invers per l’esquerra =⇒ mo`nic). Vegem que aquest fet ens assegura
que P e´s lliure de torsio´: per a cada x ∈ P i per a tot r ∈ R, tots dos no
nuls, β(x) 6= 0 per la injectivitat. A me´s, com que R no te´ divisors de zero,
rβ(x) = β(rx) 6= 0 (equivalentment, el mo`dul R⊕ I e´s lliure de torsio´ per ser
R un domini). Aleshores, un altre cop per la injectivitat, es te´ que rx 6= 0.
Per tant, P e´s lliure de torsio´. 
Exemple 4.2.10. Com a consequ¨e`ncia de 4.2.9, es dedueix que la categoria
AbFin de grups abelians finits no te´ objectes projectius. En efecte, si P ∈
AbFin fos projectiu, seria lliure de torsio´, pero` aixo` no e´s possible gra`cies al
teorema d’estructura dels grups abelians finits:
Teorema 4.2.11 (Estructura dels grups abelians finits). Tot grup abe-
lia` finit e´s isomorf a una suma directa de grups c´ıclics. A me´s es pot suposar
que la suma e´s de la forma
Z/d1Z⊕ Z/d2Z⊕ · · · ⊕ Z/drZ
on cada di e´s un enter positiu que divideix al segu¨ent, e´s a dir: d1|d2| . . . |dr.
Els enters di s’anomenen factors invariants del grup i queden un´ıvocament
determinats per la seva classe d’isomorfisme.
Demostracio´. E´s un corol·lari directe del teorema 4.2.12, que enunciem a la
seccio´ segu¨ent. 
4.2.2 Exemples: Mo`duls projectius vs lliures
Per simplicitat, en aquesta seccio´ suposem que tots els anells so´n commuta-
tius i que els mo`duls projectius so´n finitament generats. Tots els teoremes
que enunciem del tipus mo`dul projectiu implica lliure tambe´ so´n certs per al
cas no commutatiu i per al cas de no ser finitament generat (llevat del teore-
ma de Quillen i Suslin, on es demana la hipo`tesi de ser finitament generat),
amb una demostracio´ molt me´s complexa, sobretot la del teorema de Quillen
i Suslin.
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4.2.2.1 Mo`duls sobre un DIP
Per poder parlar de quan un mo`dul sobre un domini d’ideals principals e´s
lliure, cal fer u´s del conegut teorema d’estructura de mo`duls finitament ge-
nerats sobre un DIP. E´s un teorema que no sempre es sol comentar durant
el grau. Per tant, el lector interessat pot cercar la demostracio´ del teorema
a [12], §3.
Teorema 4.2.12 (Estructura dels mo`duls finitament generats sobre
un DIP). Siguin R un domini d’ideals principals i M un R-mo`dul finitament
generat. Aleshores, existeix un enter positiu k ∈ Z i una cadena d’ideals
un´ıvocament determinada (d1) ⊇ (d2) ⊇ · · · ⊇ (dn) tals que
M ∼= Rk ⊕
n⊕
i=1
R/(di)
Demostracio´. 
Proposicio´ 4.2.13. Sigui R un domini d’ideals principals. Aleshores, tot
R-mo`dul projectiu finitament generat e´s lliure.
Demostracio´. Sigui P un R-mo`dul projectiu finitament generat. Pel teorema
d’estructura 4.2.12, tenim que
P ∼= Rk ⊕
n⊕
i=1
R/(di)
per algun enter positiu k ∈ Z i per alguna cadena d’ideals (d1) ⊇ (d2) ⊇
· · · ⊇ (dn). Com que R e´s un domini, el corol·lari 4.2.9 ens assegura que P
e´s lliure de torsio´. Per tant,
⊕n
i=1R/(di) = 0 i P
∼= Rk e´s lliure. 
4.2.2.2 Mo`duls sobre un anell local
Definicio´ 4.2.14. Diem que un anell R e´s un anell local si te´ exactament
un ideal maximal. Sigui m l’u´nic maximal. Aleshores, denotem l’anell local
per (R,m).
Definicio´ 4.2.15. Sigui R un anell. Definim el radical de Jacobson de R
com la interseccio´ de tots els ideals maximals de R i el denotem per R, e´s a
dir,
R :=
⋂
m∈Max(R)
m
Una caracteritzacio´ ba`sica del radical de Jacobson e´s la segu¨ent:
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Proposicio´ 4.2.16. Sigui R un anell. Aleshores,
R = {x ∈ R : 1− xy e´s una unitat de R, ∀y ∈ R}
Demostracio´. ⊆ Sigui x ∈ R i suposem que existeix un y ∈ R tal que
z := 1− xy no e´s una unitat de R. Pel lema de Zorn 4.3.9, existeix un ideal
maximal m que conte´ l’element z. No obstant, com que x ∈ R ⊆ m, xy ∈M
i, per tant, 1R ∈ m, una contradiccio´ amb la maximalitat de m. Per tant, z
e´s una unitat.
⊇ Rec´ıprocament, suposem que x /∈ m per algun ideal maximal m. Per
maximalitat, m+ (x) = (1). En particular, z + xy = 1 per algun z ∈ m i per
algun y ∈ R. Pero` aixo` ens diu que 1 − xy = z ∈ m i, per tant, 1 − xy no
pot ser una unitat. 
Teorema 4.2.17 (Lema de Nakayama). Sigui M un R-mo`dul finitament
generat i a un ideal de R contingut a l’ideal de Jacobson R. Aleshores,
aM = M implica M = 0.
Demostracio´. Suposem que M e´s no trivial i sigui G = {u1, . . . , un} un sis-
tema de generadors minimal de M . Aleshores, un ∈ M = aM . Per tant,
existeixen a1, . . . an tals que
un = a1u1 + · · ·+ anun
o, equivalentment,
(1− an)un = a1u1 + . . . an−1un−1.
Com que an ∈ a ⊆ R, per la proposicio´ 4.2.16 dedu¨ım que 1−an e´s una unitat
de R. Per tant, un ∈ 〈u1, . . . , un−1〉R, una contraciccio´ amb la minimalitat
de G. 
Corol·lari 4.2.18. Sigui M un R-mo`dul i a ⊆ R un ideal. Sigui G =
{x1, . . . , xn} ⊆ M i suposem que les classes mo`dul aM generen el R-mo`dul
quocient M/aM . Aleshores, G e´s un sistema de generadors de M .
Demostracio´. Sigui N := 〈x1, . . . , xn〉R el submo`dul generat pels elements de
G. L’aplicacio´ composicio´
N ↪→M M/aM
e´s exhaustiva. Per tant, N + aM = M i, pel segon teorema d’isomorfisme,
M/N = (N + aM)/N ∼= a(M/N).
Pel lema de Nakayama 4.2.17, el quocient M/N e´s nul, que equival a dir que
M = N . 
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Observacio´ 4.2.19. En general, si a ⊆ R e´s un ideal, el grup abelia` M/aM
te´ estructura natural de R/a-mo`dul. Si R e´s un anell local amb maximal
a = m, aleshores K = R/m e´s un cos i, per tant, M/aM te´ estructura de
K-espai vectorial.
Finalment, tenim el resultat que ens interessa:
Teorema 4.2.20. Sigui (R,m) un anell local. Aleshores, tot R-mo`dul pro-
jectiu finitament generat e´s lliure.
Demostracio´. Sigui P un R-mo`dul projectiu finitament generat. Per l’obser-
vacio´ anterior 4.2.19, P/mP e´s unR/m-espai vectorial. Sigui B = {u1, . . . , un}
una base d’aquest espai i, per a cada i ∈ [n], sigui wi := pi−1P (ui), on
piP :
⊕
i∈pi−1(B)R[wi]  P e´s la projeccio´ habitual. Pel corol·lari 4.2.18,
el conjunt pi−1(B) = {w1, . . . , wn} genera P com a R-mo`dul. Observem que
tenim una successio´ exacta
0 Ker(pi)
⊕
i∈pi−1(B) R[wi] P 0
ker(pi) pi
Per tant, com que P e´s projectiu, pel lema 4.2.6 tenim que
P ⊕Q ∼= Rn,
amb Q := Ker(pi). Fent quocient mo`dul m, obtenim que
(R/m)n ∼= P/mP ⊕Q/mQ.
Com que dimR/m(P/mP ) = n, forc¸osament ha de ser Q/mQ = 0 i, per tant,
P/mP ∼= (R/m)n e´s projectiu. 
4.2.2.3 Mo`duls sobre l’anell de polinomis: el teorema de Quillen-
Suslin
El teorema de Quillen i Suslin e´s un resultat d’a`lgebra commutativa molt
dif´ıcil de provar que afirma que els mo`duls projectius sobre l’anell de poli-
nomis so´n lliures. El lector interessat pot trobar una prova del teorema a
[11].
Teorema 4.2.21. Sigui K un cos i considerem l’anell de polinomis en n
variables R = K[x1, . . . , xn]. Aleshores, tot R-mo`dul projectiu finitament
generat e´s lliure.
Com a curiositat, aquest teorema va permetre la resolucio´ de la conjectura de
Serre, un problema relacionat amb la teoria de les representacions de Galois.
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4.3 Objectes injectius
La nocio´ dual d’objecte projectiu e´s la segu¨ent:
Definicio´ 4.3.1. Diem que un objecte I ∈ A e´s injectiu si satisfa` la propietat
universal d’aixecament segu¨ent: per a tot monomorfisme i : C  B i per a
tot morfisme γ : C −→ I, existeix almenys un morfisme β : B −→ I tal que
el diagrama
B
I C
∃β
γ
i
e´s commutatiu. Com en el cas projectiu, diem que β e´s un aixecament de γ.
En general, una caracteritzacio´ u´til dels injectius e´s la segu¨ent:
Proposicio´ 4.3.2. Sigui I ∈ A . So´n equivalents:
1. I e´s injectiu a A .
2. I e´s projectiu a A o.
3. El functor contravariant A (−, I) e´s exacte.
Demostracio´. Immediata a partir de la definicio´ i dualitzant la proposicio´
4.2.3. 
Definicio´ 4.3.3. Diem que A te´ suficients injectius si per a tot A ∈ A
existeix un objecte injectiu P ∈ A i un monomorfisme 0 −→ A I.
Exemple 4.3.4. La categoria abeliana A = Ab te´ suficients injectius: per
a cada A ∈ Ab, sigui
I(A) :=
∏
f∈Ab(A,Q/Z)
Q/Z
Aleshores, el morfisme de grups abelians
eA : A −→ I(A)
a 7−→ (f(a))f∈Ab(A,Q/Z)
defineix una successio´ exacta
0 A I(A).
eA
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Dualitzant la proposicio´ 4.2.5, podem disposar de les resolucions injectives,
sempre que dispose´ssim de suficients injectius:
Proposicio´ 4.3.5. Sigui A una categoria amb suficients injectius. Alesho-
res, tot objecte de A te´ una resolucio´ injectiva, e´s a dir, una C-resolucio´ per
la dreta amb C la classe d’objectes injectius de A .
Les categories de Grothendieck, que introdu¨ım a continuacio´, gaudeixen de
la propietat de disposar de suficients injectius:
Definicio´ 4.3.6. Diem que una categoria abeliana A e´s una categoria de
Grothendieck si te´ almenys un generador i satisfa` AB5.
En el nostre cas, la propietat de tenir suficients injectius nome´s e´s d’intere`s
per al teorema de l’embedding, la prova del qual nome´s la deixem indicada
al final del cap´ıtol. E´s per aixo` que no donem una prova del resultat segu¨ent:
Teorema 4.3.7. Sigui A una categoria de Grothendieck. Aleshores, A te´
suficients injectius.
Corol·lari 4.3.8. Les categories R−Mod, Sh(X) i Lex(A ) tenen sufici-
ents injectius, on Lex(A ) e´s la categoria de successions exactes per l’esquer-
ra.
4.3.1 Mo`duls injectius
En aquest cas me´s concret, podem donar una caracteritzacio´ dels injectius
a R−Mod una mica menys satisfacto`ria, ja que la prova requereix el ben
conegut lema de Zorn:
Teorema 4.3.9 (Lema de Zorn). Sigui (P ,4) un conjunt no buit parci-
alment ordenat. Suposem que tot subconjunt de P totalment ordenat (una
cadena) te´ una fita superior a P. Aleshores, P te´ com a mı´nim un element
maximal.
Proposicio´ 4.3.10 (Criteri de Baer). Sigui M ∈ModR un mo`dul per la
dreta. Aleshores, M e´s injectiu si i nome´s si per a tot ideal per la dreta J de
M , tot morfisme J −→M es pot estendre a un morfisme R −→M .
Demostracio´. =⇒ E´s consequ¨e`ncia directa de la definicio´: donat γ : J −→
M un morfisme qualsevol, considerem la injeccio´ cano`nica i : J ↪→ R, que
e´s un monomorfisme. Per la injectivitat de M , existeix un aixecament
β : R −→M de γ, e´s a dir, una extensio´ de γ a tot R.
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⇐= Siguin B ∈ModR, A ⊆ B un submo`dul i α : A −→M un morfisme.
Considerem el conjunt
P :=
{
α
′
: A
′ −→M : α′ |A = α, A ⊆ A′ ⊆ B
}
amb l’ordre parcial habitual: per a cada α
′
, α
′′ ∈ P ,
α
′ 4 α′′ ⇐⇒ α′′ e´s una extensio´ de α′ .
El conjunt P e´s no buit, ja que α ∈ P . Sigui C una cadena de P . Aleshores,
e´s clar que el morfisme αC : AC −→M definit per:
1. AC :=
⋃
αi : Ai−→M∈C A
i.
2. αC|Ai := αi, per a tot αi : Ai −→M ∈ C.
e´s de C i satisfa` αi 4 αC per a tot αi ∈ C. Per tant, el lema de Zorn 4.3.9
ens assegura l’existe`ncia d’una extenisio´ de α maximal αmax : Amax −→ M
a P . Nome´s resta veure que Amax = B. Suposem que Amax ( B, e´s a
dir, que existeix un b ∈ B tal que b /∈ Amax. Aleshores, el conjunt J :=
{r ∈ R : br ∈ Amax} e´s un ideal per la dreta de R. Per hipo`tesi, el morfisme
J −→ Amax −→ M
r 7−→ br 7−→ αmax(br)
s’este´n a un morfisme f : R −→M Sigui A′ := Amax + bR ⊆ B un submo`dul
i definim el morfisme
α
′
: A
′ −→ M
a+ br 7−→ α′(a+ br) := αmax(a) + f(r)
Aquest morfisme esta` ben definit i e´s una extensio´ de αmax, una contradiccio´
amb el fet que αmax e´s un element maximal de P . Per tant, Amax = B i M
e´s injectiu. 
El criteri de Baer 4.3.10 do´na una altra caracteritzacio´ dels R-mo`duls injec-
tius en funcio´ de la seva divisibilitat :
Definicio´ 4.3.11. Sigui R un anell i M un R-mo`dul. Diem que un element
m ∈ M e´s divisible si per a qualsevol r ∈ R que no sigui un divisor de zero
per la dreta, existeix un x ∈ M tal que m = rx. Tambe´ diem que M e´s un
mo`dul divisible si tot element de M e´s divisible.
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Observacio´ 4.3.12. Recordem que un element a ∈ R e´s un divisor de zero per
la dreta si l’endomorfisme deR x 7−→ xa ∈ End(R) no e´s injectiu. Dualment,
un element a ∈ R e´s un divisor de zero per l’esquerra si l’endomorfisme de
R x 7−→ ax ∈ End(R) no e´s injectiu.
Exemples 4.3.13. 1. El conjunt de nombres racionals Q vist com a Z-
mo`dul e´s divisible, ja que per a qualsevol q =
a
b
∈ Q i per a qualsevol
enter 0 6= z ∈ Z, el racional x := a
zb
∈ Q verifica q = zx.
2. Z vist com a Z-mo`dul no e´s divisible: per exemple, l’equacio´ 4 = 3x no
te´ solucio´ a Z.
Corol·lari 4.3.14. Tot R-mo`dul injectiu e´s divisible.
Demostracio´. Sigui M un R-mo`dul injectiu. Sigui m ∈ M i sigui r ∈ R tal
que r no e´s un divisor de zero per la dreta. Observem que el conjunt Rr e´s
un ideal per la dreta, i definim l’aplicacio´
f : Rr −→ M
tr 7−→ f(tr) := tm
que clarament esta` ben definida, ja que r no e´s un divisor de zero per la
dreta. A me´s, e´s un morfisme de R-mo`duls. Com que M e´s injectiu, pel
criteri de Baer 4.3.10, hi ha un morfisme de R-mo`duls g : R −→ M tal que
g|Rr = f . Per tant,
m = 1Rm = f(1Rr) = g(1Rr) = rg(1R),
on g(1R) ∈M . 
Corol·lari 4.3.15. Sigui R un domini d’ideals principals. Aleshores, un
R-mo`dul e´s injectiu si i nome´s si e´s divisible.
Demostracio´. La implicacio´ directa l’acabem de veure a 4.3.14, per tant,
nome´s cal provar el rec´ıproc. Sigui M un R-mo`dul divisible i sigui f : I −→
M un morfisme de R-mo`duls, on I ⊆ R e´s un ideal per l’esquerra. Com
que R e´s un DIP, I = Rt per algun t ∈ R. A me´s, com que M e´s divisible,
existeix un m ∈M tal que f(t) = tm. Definim
g : R −→ M
r 7−→ g(r) := rm
Obviament, g e´s un morfisme de R-mo`duls i, per a qualsevol st ∈ Rt,
g(st) = (st)m = s(tm) = sf(t) = f(st).
Per tant, aplicant el criteri de Baer 4.3.10, tenim que M e´s injectiu. 
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4.4 El teorema de l’embedding
Dintre de la teoria de grups, el teorema de Cayley afirma que tot grup e´s
un grup de permutacions. Me´s concretament, tot grup G e´s isomorf a un
subgrup del grup de permutacions
Perm(G) := {ϕ : G −→ G : ϕ bijectiva}
via el morfisme de grups indu¨ıt per l’accio´ per translacio´ de G en ell mateix.
L’ana`leg a les categories abelianes e´s, en un sentit molt bast, el teorema de
l’embedding de Freyd–Mitchell, que afirma que hi ha una manera bona de
submergir una categoria abeliana A dintre d’una categoria de mo`duls sobre
un anell, de manera que no distingim entre l’algebra homolo`gica cla`ssica de
R-mo`duls i la de A .
Teorema 4.4.1 (Teorema de l’embedding). Sigui A una categoria abe-
liana petita. Aleshores, existeix un anell R i un functor
F : A  RMod
covariant, exacte i plenament fidel.
Demostracio´. Donem una idea de la prova. Siguin Lex(A ) la categoria de
functors exactes per l’esquerra i
D : Lex(A ) (Lex(A ))o
el functor dualitzant. Com que A e´s abeliana, (Lex(A ))o tambe´ ho e´s i D
e´s un functor exacte. Sigui K := D ◦ h, on
h : A  Lex(A )
A 7−→ h(A) = A (A,−)
f : A −→ B 7−→ h(f) : A (B,−) −→ A (A,−)
e´s el functor cano`nic (contravariant). Com que h i D so´n funtors contravari-
ants, plenament fidels i exactes, K e´s un functor covariant, plemanent fidel
i exacte. Ate`s que Lex(A ) e´s una categoria de Grothendieck, la proposicio´
4.3.7 assegura que te´ suficients injectius i, per tant, te´ un cogenerador injec-
tiu. Sigui I aquest cogenerador injectiu. Per a cada objecte A ∈ A , sigui IA
un objecte injectiu de Lex(A ) tal que hi ha un monomorfisme h(A) IA.
Aleshores, l’objecte
J = I
q
( ∏
A∈A
IA
)
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tambe´ e´s un cogenerador injectiu de Lex(A ). Per tant, D(J) = Jo e´s un ge-
nerador projectiu de la categoria dual (Lex(A ))o. Sigui R := EndLex(A )(J
o)
i considerem el functor
S : (Lex(A ))o  RMod
L 7−→ S(L) = RMod(Jo, L)
Aleshores, F := S ◦K : A  RMod e´s l’embedding buscat. 
Com a consequ¨e`ncia d’aquest teorema es te´ el resultat segu¨ent, de gran im-
porta`ncia en a`lgebra homolo`gica:
Corol·lari 4.4.2. Sigui A una categoria abeliana. Suposem que tenim un
teorema de la forma “P implica Q”, on P e´s un enunciat catego`ric sobre
un diagrama a A amb un nombre finit d’arestes (morfismes no trivials) i Q
e´s un altre enunciat que afirma l’existe`ncia d’un nombre finit de morfismes
addicionals entre certs objectes del diagrama tals que el diagrama este´s satisfa`
certs enunciats catego`rics. Suposem que el teorema e´s cert a la categoria de
mo`duls R−Mod per a tot anell R. Aleshores, el teorema e´s cert a A .
Essencialment, el que ens diu aquest corol·lari e´s que tot diagrama finit a A
pot ser tractat com un diagrma de R-mo`duls. Aixo` vol dir que podem tre-
ballar amb elements, i les te`cniques de cac¸ar diagrames poden ser utilitzades
sense cap restriccio´, de manera que ens podr´ıem haver estalviat la construc-
cio´ dels pseudoelements (vegeu 2.2).
Observem que l’anell R que ens surt a la prova del teorema de l’embedding
e´s una mica complicat. Si treballem amb categories amb propietats me´s
bones, podem determinar R d’una manera me´s senzilla. Per exemple, els
matema`tics Pierre Gabriel i Nicolae Popescu van provar aquest altre teorema
d’embedding l’any 1964, on l’anell queda caracteritzat d’una manera me´s
senzilla:
Teorema 4.4.3 (Gabriel-Popescu). Sigui A una categoria de Grothendi-
eck amb generador U . Aleshores, el functor
F : A  RMod
A 7−→ A (U,A)
e´s exacte, plenament fidel i R = EndA (U).
Al proper cap´ıtol, demostrarem un teorema similar sense demanar la condicio´
de ser categoria de Grothendieck (vegeu 5.2.13).
Cap´ıtol 5
Equivale`ncia de Morita
En aquest cinque` i u´ltim cap´ıtol donem la prova del teorema de Morita per
a categories de mo`duls. La refere`ncia per a la teoria de mo`duls e´s [17]. Per
al teorema de Morita ens hem basat en el llibre [10] i l’article [18].
5.1 Preliminars
En aquesta seccio´, cobrim els conceptes ba`sics de producte tensorial de
mo`duls i adjuncio´ de functors, nocions que necessitem tenir ben clares a
l’hora de parlar de l’equivale`ncia de Morita.
5.1.1 Producte tensorial de mo`duls
Quan fem teoria de Morita, e´s molt important tenir en compte els anells no
commutatius. De fet, el teorema de Morita que veurem en aquest cap´ıtol e´s
trivial si els anells so´n commutatius. E´s per aixo` que ens molestem en fer la
construccio´ del producte tensorial per al cas general:
Definicio´ 5.1.1. Siguin R un anell, M ∈ ModR, N ∈ RMod i G ∈ Ab.
Diem que una aplicacio´ ϕ : M ×N −→ G e´s R-biadditiva si satisfa`, per a tot
n ∈ N , m ∈M i r ∈ R, les propietats segu¨ents:
1. ϕ(·, n) i ϕ(m, ·) so´n morfismes de grups abelians.
2. ϕ(mr, n) = ϕ(m, rn).
Si l’anell R e´s commutatiu i M , N i Q so´n R-mo`duls, una aplicacio´ ϕ : M ×
N −→ Q e´s diu R-bilineal si e´s R-biadditiva i satisfa`, per a tot n ∈ N ,
m ∈M i r ∈ R,
ϕ(ar, b) = ϕ(a, rb) = rϕ(a, b).
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Definicio´ 5.1.2. Donats R, M i N com a 5.1.1, es defineix el producte
tensorial de M i N sobre R com un grup abelia` M ⊗R N juntament amb
una aplicacio´ R-biadditiva f tal que per a qualsevol altre grup abelia` G i
qualsevol altra aplicacio´ R-biadditiva g, existeix un u´nic morfisme de grups
abelians ϕ que fa commutatiu el diagrama segu¨ent:
M ×N M ⊗R N
G
f
g
∃!ϕ
Notem M ⊗ N := M ⊗R N , sempre que aquest fet no doni lloc a cap tipus
de confusio´.
El que e´s realment u´til e´s cone`ixer un representant del producte tensorial
mo`dul isomorfisme:
Proposicio´ 5.1.3. Siguin R, M i N com a 5.1.1. Aleshores,
M ⊗R N ∼= Z
⊕
(M×N)/D
on Z
⊕
(M×N) =
⊕
(m,n)∈M×N Z e´s el Z-mo`dul lliure generat per M × N i D
e´s el Z-mo`dul generat pels elements de la forma
(m+m
′
, n)− (m,n)− (m′ , n)
(m,n+ n
′
)− (m,n)− (m,n′)
(mr, n)− (m, rn)
on m, n, i r so´n de M , N i R, respectivament. A me´s, si denotem per m⊗n
la classe de (m,n) ∈M ×N a Z⊕(M×N)/D, es te´ que l’aplicacio´
ϕ : M ×N −→ M ⊗R N
(m,n) 7−→ ϕ(m,n) := m⊗ n
e´s R-biadditiva.
Demostracio´. Simplement s’ha de comprovar que el Z-mo`dul de l’enunciat
satisfa` la propietat universal del producte tensorial. 
A partir d’ara, prenem com a definicio´ de producte tensorial el representant
de 5.1.3, e´s a dir, posem M ⊗R N := Z
⊕
(M×N)/D.
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Corol·lari 5.1.4. Tot element α del grup abelia` M ⊗R N es pot escriure,
sense unicitat, com
α =
∑
(x,y)∈M×N
x⊗ y.
Observacio´ 5.1.5. E´s natural pensar que, gra`cies al corol·lari 5.1.4, donat
qualsevol grup abelia` G podem definir un morfisme de grups abelians
u : M ⊗R N −→ G
donant les imatges del conjunt de generadors {a⊗ b}(a,b)∈M×N i estenent
per linealitat. Aixo` seria correcte si u tingue´s com a domini el grup lliure
Z
⊕
(M×N), pero` en aquest cas estem dividint per D i, per tant, e´s possible
que u no estigui ben definida. La manera me´s simple de solucionar aquest
inconvenient e´s definir una aplicacio´ R-biadditiva sobre M × N : aquesta
aplicacio´ defineix de manera u´nica el morfisme u buscat. Aquest mateix
procediment e´s el que fem servir per a la prova de la proposicio´ segu¨ent:
Proposicio´ 5.1.6. Siguin R un anell; f : M −→ M ′ i g : N −→ N ′ mor-
fismes de R-mo`duls per la dreta i per l’esquerra, respectivament. Aleshores,
existeix un u´nic morfisme de grups abelians, denotat per f ⊗ g : M ⊗RN −→
M
′ ⊗R N ′, tal que
(f ⊗ g)(m⊗ n) = f(m)⊗ g(n).
Demostracio´. L’aplicacio´
ϕ : M ×N −→ M ′ ⊗R N ′
(m,n) −→ f(m)⊗ g(n)
e´s clarament R-biadditiva. Per tant, ϕ s’este´n de manera u´nica a un morfisme
de grups abelians f ⊗ g, definint (f ⊗ g)(m⊗ n) := f(m)⊗ g(n). 
Corol·lari 5.1.7. Donats morfismes de R-mo`duls per la dreta
M M
′
M
′′f f
′
i morfismes de R-mo`duls per l’esquerra
N N
′
N
′′g g
′
es te´ que
(f
′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = f ′f ⊗ g′g.
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Demostracio´. E´s clar que les dues aplicacions valen el mateix sobre el conjunt
{m⊗ n}(m,n)∈M×N . A saber,
m⊗ n 7−→ f ′f(m)⊗ g′g(n).
Per tant, per la unicitat vista a 5.1.6, s’obte´ la igualtat de morfismes dema-
nada. 
Proposicio´ 5.1.8. Per a cada R-mo`dul per la dreta M ∈ ModR, existeix
un functor additiu
M ⊗R − : RMod  Z−Mod
A −→ M ⊗R A
g 7−→ idM ⊗ g
Dualment, per a cada R-mo`dul per l’esquerra N ∈ RMod, tenim un functor
additiu
−⊗R N : ModR  Z−Mod
B −→ B ⊗R N
f 7−→ f ⊗ idN
Demostracio´. Donem una idea ra`pida de la prova. Sigui M ∈ModR: Pri-
mer, e´s obvi que M ⊗R − preserva identitats:
M ⊗R idA = idM ⊗ idA = idM⊗RA,
ja que el morfisme idM ⊗ idA fixa els generadors de M ⊗RA. A me´s, M ⊗R−
preserva la composicio´ de morfismes gra`cies al corol·lari 5.1.7. Finalment, per
veure que e´s additiu, hem de provar que per a quelsevol parell de morfismes
g, h : A −→ A′ , es verifica
idM ⊗ (g + h) = idM ⊗ g + idM ⊗ h.
Aixo` e´s evident: les dues aplicacions valen el mateix sobre els generadors.
Concretament, les dues envien m⊗R b 7−→ m⊗R g(a) +m⊗R h(a). 
Corol·lari 5.1.9. Siguin f : M −→ M ′ i g : N −→ N ′ isomorfismes de
R-mo`duls per la dreta i per l’esquerra, respectivament. Aleshores, l’aplicacio´
f ⊗ g : M ⊗R N −→M ′ ⊗R N ′
e´s un isomorfisme de grups abelians.
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Un cop hem constru¨ıt el producte tensorial i hem vist que te´ estructura
de grup abelia`, e´s natural preguntar-se com podem dotar-lo amb estructura
de R-mo`dul. Aixo` tambe´ e´s molt important, ja que posteriorment (vegeu
5.2.7) tractarem amb una equivale`ncia de categories de mo`duls donada per
un functor producte tensorial.
Proposicio´ 5.1.10. Siguin R un anell, M ∈ModR i N ∈ RMod i consi-
derem el seu producte tensorial M ⊗R N . Suposem que existeix un anell S
actuant per l’esquerra sobre el mo`dul M , e´s a dir, suposem que existeix una
aplicacio´
· : S ×M −→ M
(s,m) 7−→ s·m
que satisfa` les propietats de compatibilitat de la definicio´ d’anell 1.1.6. Ales-
hores, podem dotar a M ⊗R N amb estructura de S-mo`dul per l’esquerra via
l’accio´
∗ : S × (M ⊗R N) −→ M ⊗R N
(s, x⊗ y) 7−→ s ∗ (x⊗ y) := (s·x)⊗ y
Ana`logament, si existeix un anell S actuant per la dreta sobre l’anell N ,
· : N × S −→ N
(n, s) 7−→ n·s
podem dotar al grup M ⊗R N amb estructura de S-mo`dul per la dreta via
l’accio´
∗ : (M ⊗R N)× S −→ M ⊗R N
(x⊗ y, s) 7−→ (x⊗ y) ∗ s := x⊗ (y·s)
Per tant, dedu¨ım el segu¨ent:
Corol·lari 5.1.11. Sigui M un R-S-bimo`dul. Aleshores, el functor
M ⊗S − : SMod Z−Mod
pren valors a RMod. Ana`logament, el functor
−⊗RM : ModR Z−Mod
pren valors a ModS.
Tot seguit enunciem propietats fonamentals del producte tensorial que utilit-
zarem con´ınuament me´s endavant. Totes les propietats relatives a R-mo`duls
per la dreta tenen, evidentment, un ana`leg natural per a R-mo`duls per l’es-
querra:
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Proposicio´ 5.1.12 (Commutativitat del producte tensorial). Siguin R
un anell; M i N R-mo`duls per la dreta i per l’esquerra, respectivament. Sigui
Rop l’anell dualitzat. Aleshores, existeix un isomorfisme natural de functors
definit component a component per l’isomorfisme de grups abelians
τM,N : M ⊗R N ∼= N ⊗Rop M
m⊗R n 7−→ n⊗Rop m
La naturalitat es tradueix, com sempre, a demanar que per a tot parell de
morfismes f : M −→ M ′ i g : N −→ N ′ de R-mo`duls per la dreta i per
l’esquerra (respectivament), el diagrama
M ⊗R N N ⊗Rop M
M
′ ⊗R N ′ N ′ ⊗Rop M ′
τM,N
f⊗Rg g⊗Ropf
τ
M
′
,N
′
sigui commutatiu.
Proposicio´ 5.1.13 (Associativitat del producte tensorial). Siguin R i
S anells; M un R-mo`dul per la dreta, N un S-mo`dul per l’esquerra i Q un
R-S-bimo`dul. Aleshores, existeix un isomorfisme
θ : M ⊗R (Q⊗S N) ∼= (M ⊗R Q)⊗S N
m⊗R (q ⊗S n) 7−→ (m⊗R q)⊗S n
natural en M , N i Q.
Proposicio´ 5.1.14. Per a cada R-mo`dul per la dreta M , hi ha un isomor-
fisme natural
ϕM : R⊗RM ∼= M
r ⊗R m 7−→ rm
Proposicio´ 5.1.15 (Exactitud per la dreta del producte tensorial).
Sigui M un R-mo`dul per la dreta i considerem la successio´ exacta de R-
mo`duls segu¨ent:
B
′
B B
′′
0.i
p
Aleshores, la successio´ de grups abelians
M ⊗R B′ M ⊗R B M ⊗R B′′ 0.idM⊗Ri idM⊗Rp
tambe´ e´s exacta. E´s a dir, el functor M ⊗R − e´s exacte per la dreta.
Ana`logament, si N e´s un R-mo`dul per l’esquerra, el functor − ⊗R N e´s
exacte per la dreta.
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Proposicio´ 5.1.16 (Propietat distributiva del producte tensorial).
Siguin M un R-mo`dul per la dreta i {Bi}i∈I una famı´lia de R-mo`duls per
l’esquerra. Recordem que el centre de R es defineix com el subanell format
pels elements de R que commuten amb tothom, e´s a dir:
Z(R) := {r ∈ R : sr = rs, ∀s ∈ R}
Aleshores, existeix un Z(R)-isomorfisme natural
τ : M ⊗R
⊕
i∈I Bi ∼=
⊕
i∈I(M ⊗R Bi)
a⊗R (bi)i∈I 7−→ (a⊗R bi)i∈I
Per tant, si R e´s commutatiu, τ e´s un R-isomorfisme.
5.1.1.1 Mo`duls plans
Tal i com hem vist a 5.1.15, el functor producte tensorial e´s exacte per la
dreta. El tipus de mo`duls que definim a continuacio´ so´n exactament els que
fan que tambe´ ho sigui per l’esquerra:
Definicio´ 5.1.17. Sigui R un anell i M un R-mo`dul per la dreta. Diem que
M e´s pla si el functor M ⊗R− e´s exacte. Ana`logament, si N e´s un R-mo`dul
per l’esquerra, diem que N e´s pla si el functor −⊗R N e´s exacte.
Observacio´ 5.1.18. Com que els functors producte tensorial so´n exactes per
l’esquerra, la condicio´ de ser un R-mo`dul per la dreta pla equival a que per
a qualsevol monomorfisme de R-mo`duls i : B B′ , el morfisme
idM ⊗R i : M ⊗R B −→M ⊗R B′
sigui mo`nic. El raonament e´s ana`leg per al cas dels R-mo`duls per l’esquerra.
Tot seguit, donem propietats relatives als mo`duls plans que ens interessen.
Les enunciem per al cas dels R-mo`duls per la dreta, pero` tambe´ so´n va`lides
per al cas dels R-mo`duls per l’esquerra:
Proposicio´ 5.1.19. Sigui R un anell. Aleshores:
1. R, pensat com a R-mo`dul per la dreta, e´s un R-mo`dul pla.
2. Sigui {Mi}i∈I una famı´lia de R-mo`duls per la dreta. Aleshores,⊕
i∈I
Mi e´s pla ⇐⇒ cada Mi e´s pla`.
3. Tot R-mo`dul per la dreta projectiu e´s pla.
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Demostracio´. 1 Considerem el diagrama commutatiu
A B
R⊗R A R⊗R B
i
σ τ
idR⊗Ri
on i e´s una injeccio´, σ : a 7−→ 1R ⊗R a i τ : b 7−→ b⊗R 1R. Segons 5.1.14, σ i
τ so´n isomorfismes. Per tant,
idR ⊗R i = τ ◦ i ◦ σ−1
e´s una injeccio´.
2 Sigui i : A −→ B una injeccio´ i considerem el diagrama commutatiu(⊕
i∈IMi
)
⊗R A
(⊕
i∈IMi
)
⊗R B
⊕
i∈I(Mi ⊗R A)
⊕
i∈I(Mi ⊗R B)
id⊗Ri
ϕ

on ϕ : mi⊗Ra 7−→ mi⊗R i(a) i els morfismes que baixen so´n els isomorfismes
de 5.1.16. O`bviament, id ⊗R i e´s una injeccio´ si i nome´s si cada idMi ⊗R i
e´s una injeccio´, fet que prova el que es demanava.
3 Combinant les dues primeres parts, dedu¨ım que tot R-mo`dul lliure e´s pla`.
Utilitzant la caracteritzacio´ 4.2.7, la segona part de la prova ens diu que els
mo`duls projectius so´n plans.
5.1.2 Adjuncions
Definicio´ 5.1.20. Siguin A i B dues categories, no necessa`riament abelia-
nes. Una adjuncio´ de A a B e´s una terna (F,G, ϕ), on F i G so´n functors
A B
F
G
mentre que ϕ e´s una aplicacio´ que a cada parell d’objectes A ∈ A i B ∈ B
li assigna una bijeccio´
ϕ = ϕA,B : B(F (A), B) ∼= A (A,G(B))
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natural en A i B. En aquest cas, diem que el functor F e´s un adjunt per
l’esquerra de G i que el functor G e´s un adjunt per la dreta de F .
Observem que B(F (−),−) i A (−, G(−)) so´n bifunctors A o ×B :  Set.
Per tant, demanar la naturalitat als dos arguments e´s equivalent a demanar
que per a tot parell de morfismes f : B −→ B′ i g : A′ −→ A, els diagrames
B(F (A), B) A (A,G(B))
B(F (A), B
′
) A (A,G(B
′
))
ϕA,B
B(F (A),f) A (A,G(f))
ϕ
A,B
′
B(F (A), B) A (A,G(B))
B(F (A
′
), B) A (A
′
, G(B))
ϕA,B
B(F (g),B) A (g,G(A))
ϕ
A
′
,B
siguin commutatius.
Tota adjuncio´ (F,G, ϕ) do´na lloc a una transformacio´ natural. En efecte,
prenem B = F (A). Aleshores, tenim una bijeccio´
ϕ = ϕA,F (A) : B(F (A), F (A)) ∼= A (A,G(F (A))). (5.1)
La part de l’esquerra de 5.1 conte´ la identitat 1F (A) : F (A) −→ F (A). Posem
ηA := ϕ(1F (A)). Aix´ı, l’aplicacio´ A 7−→ ηA defineix una transformacio´ natural
η : 1A =⇒ G ◦ F
amb components {ηA : A 7−→ G(F (A))}A∈A , ja que per a qualsevol morfisme
h : A
′ −→ A, el diagrama
A
′
G(F (A
′
))
A G(F (A))
η
A
′
h G(F (h))
ηA
e´s commutatiu. En efecte,
G(F (h)) ◦ ηA′ = G(F (h)) ◦ ϕ(1F (A′ )) = ϕ(F (h) ◦ 1F (A′ )) = ϕ(1F (A) ◦ F (h))
= ϕ(1F (A)) ◦ h = ηA ◦ h.
Dualment, posant A = G(B), tenim una bijeccio´
ϕ = ϕG(B),B : B(F (G(B)), B) ∼= A (G(B), G(B)), (5.2)
on el morfisme identitat 1G(B) : G(B) −→ G(B) apareix a la part dreta de
5.2. Posem B := ϕ
−1(1G(B)). Com abans, l’aplicacio´ B 7−→ B defineix una
transformacio´ natural
 : F ◦G =⇒ 1B
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amb components {B : F (G(B)) 7−→ B}B∈B, ja que per a qualsevol morfisme
h : B
′ −→ B, el diagrama
F (G(B
′
)) B
′
F (G(B)) B
F (G(h))

B
′
h
B
torna a ser commutatiu, com es comprova fa`cilment.
Definicio´ 5.1.21. Sigui (F,G, ϕ) una adjuncio´. Aleshores, les transforma-
cions naturals que determina
η : 1A =⇒ G ◦ F
 : F ◦G =⇒ 1B
s’anomenen unitat i counitat de l’adjuncio´, respectivament.
El que me´s ens interessa de les adjuncions e´s que ens permeten construir
transformacions naturals que, si resulta que so´n isomorfismes naturals, po-
dem dedu¨ır que l’adjuncio´ determina una equivale`ncia de categories:
Proposicio´ 5.1.22. Sigui (F,G, ϕ) una adjuncio´. Suposem que la unitat i la
counitat so´n isomorfismes naturals. Aleshores, el parell (F,G) defineix una
equivale`ncia de categories.
Demostracio´. E´s exactament la definicio´ d’equivale`ncia de categories. 
Finalment, donem un exemple d’adjuncio´ essencial per a la prova de Morita:
Proposicio´ 5.1.23. Sigui P un R-S-bimo`dul. Els functors
ModR ModS
−⊗RP
HomS(P,−)
defineixen una adjuncio´ de ModR a ModS. E´s a dir, per a cada parella de
mo`duls A ∈ModR i B ∈ModS, l’aplicacio´
ϕ = ϕA,B : HomS(A⊗R P,B) −→ HomR(A,HomS(P,B))
h : A⊗R P −→ B
a⊗ p 7−→ h(a⊗ p) 7−→
ϕ(h) : A −→ HomS(P,B)
a 7−→ ϕ(h)(a)(p) := h(a⊗ p)
e´s un isomorfisme natural.
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5.2 Teoria de Morita sobre categories abelia-
nes
Definicio´ 5.2.1. Suposem que A verifica AB3. Un objecte S ∈ A e´s diu
que e´s petit si el functor A (S,−) preserva sumes directes arbitra`ries.
E´s necessari remarcar que la importa`ncia de la definicio´ de petitesa esta` en
les sumes infinites, ja que en el cas finit el functor A (S,−) les preserva, com
a consequ¨e`ncia de l’isomorfisme natural entre productes i coproductes finits.
Per al cas de mo`duls sobre un anell, que e´s el que ens interessa ara, la petitesa
esta` relacionada amb la condicio´ de ser finitament generat:
Proposicio´ 5.2.2. Sigui M un R-mo`dul finitament generat. Aleshores M
e´s petit.
Demostracio´. Sigui {Bi}i∈I una famı´lia de R-mo`duls. Tenim una injeccio´
Z-lineal natural
i :
⊕
i∈IHomR(M,Bi) ↪→ HomR(M,
⊕
i∈I Bi)
A me´s, g ∈ HomR(M,
⊕
i∈I Bi) pertany a la imatge de i si i nome´s si g(M)
esta` contingut a dins de la suma d’un nombre finit de Bi. Per tant, com que
M e´s finitament generat, i e´s un isomorfisme. 
En el cas que M sigui un mo`dul projectiu, obtenim l’equivale`ncia:
Proposicio´ 5.2.3. Sigui M un R-mo`dul projectiu. Aleshores, M e´s petit si
i nome´s si e´s finitament generat.
Demostracio´. La implicacio´ rec´ıproca l’acabem de provar a dalt i la implica-
cio´ directa es pot trobar a [3], §1. 
L’objecte que me´s ens interessa tenir e´s el segu¨ent:
Definicio´ 5.2.4. Diem que P ∈ A e´s un progenerador si e´s un generador
projectiu petit. Equivalentment, si el functor A (P,−) e´s exacte, fidel i
preserva sumes directes arbitra`ries.
Exemples 5.2.5. A la categoria R−Mod de mo`duls sobre un anell R qual-
sevol, el mo`dul lliure de rang 1 e´s un progenerador.
Abans d’entrar amb l’equivale`ncia de Morita, e´s convenient enunciar un lema
que ens do´na condicions suficients per determinar quan una classe d’objectes
e´s, de fet, la classe de tots els objectes de la categoria. E´s un lema senzill
i u´til que ens serveix, per exemple, quan volem veure que una propietat
determinada la satisfan tots els objectes de la categoria:
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Lema 5.2.6. Sigui A una categoria abeliana AB3. Sigui C una classe d’ob-
jectes de A que satisfa` les propietats segu¨ents:
1. Te´ un generador.
2. E´s tancada per coproductes arbitraris.
3. E´s tancada per conuclis.
Alehores, C = Obj(A ).
Demostracio´. Sigui P ∈ C un generador de A . Per la proposicio´ 4.1.6, tot
objecte A ∈ A do´na lloc a una successio´ exacta⊕
j∈J P
⊕
i∈I P A 0
pi
De les condicions de la hipo`tesi, concloem que A ∼= Coker(pi) ∈ C. 
Tot seguit, donem una formulacio´ del teorema cla`ssic de Morita per anells:
Teorema 5.2.7 (Equivale`ncia de Morita). Siguin R i S dos anells. So´n
equivalents:
1. Les categories de mo`duls per la dreta ModR i ModS so´n equivalents.
2. La categoria de mo`duls per la dreta ModS te´ un progenerador P satis-
fent R ∼= EndS(P ).
3. Existeix un R-S-bimo`dul M ∈ RModS tal que el functor producte
tensorial
−⊗RM : ModR  ModS
N 7−→ N ⊗RM
e´s una equivale`ncia de categories.
Quan qualsevol d’aquestes 3 condicions equivalents te´ lloc, diem que R i S
so´n morita-equivalents, i ho denotem per R ≈ S.
Demostracio´. 1 =⇒ 2 Sigui F : ModR ModS una equivale`ncia de ca-
tegories. Per la proposicio´ 5.2.3, el R-mo`dul lliure de rang 1 e´s un progenera-
dor de ModR. Les condicions catego`riques so´n preservades via equivale`ncia
de categories, per tant, F (R) e´s un progenerador de ModS. Com que F
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e´s una equivale`ncia de categories abelianes, en particular e´s un functor ple-
nament fidel i additiu. Per tant, F defineix un isomorfisme d’anells per
restriccio´
FR : R ∼= EndR(R) −→ EndS(F (R)).
2 =⇒ 3 Sigui P un progenerador de ModS tal que R ∼= EndS(P ). Si-
gui f : R −→ EndS(P ) un isomorfisme. Aleshores, podem dotar a P amb
estructura de R-S-bimo`dul: la multiplicacio´ per l’esquerra es defineix com
· : R× P −→ P
(r, x) 7−→ r·x := f(r)(x)
Observem que, segons la proposicio´ 5.1.23, els functors
ModR ModS
−⊗RP
HomS(P,−)
defineixen una adjuncio´ de ModR a ModS. En aquest cas, per la proposicio´
5.1.22, e´s suficient veure que les transformacions naturals unitat i counitat
de l’adjuncio´ so´n isomorfismes naturals. La unitat ve donada component a
component pels morfismes de R-mo`duls per la dreta segu¨ents:
ηX : X −→ HomS(P,X ⊗R P )
x 7−→ ηX(x) : P −→ X ⊗R P
p 7−→ ηX(x)(p) := x⊗R p
on X ∈ModR. Sigui
Cη := {X ∈ModR : ηX e´s un isomorfisme}
la classe de R-mo`duls X tals que ηX e´s un isomorfisme. Tenim que η e´s un
isomorfisme natural si i nome´s si Cη = ModR, i per veure aixo` utilitzarem
el lema 5.2.6. Vegem que es satisfan les 3 condicions:
1 Si X = R, e´s clar que HomS(P,X⊗RP ) ∼= EndS(P ) i que ηX = f : R −→
EndS(P ), per tant ηX e´s un isomorfisme, e´s a dir, R ∈ Cη. Pero` R e´s un
generador de ModR, per tant, Cη te´ un generador.
2 Suposem ara que X =
⊕
i∈IMi, on cada Mi ∈ Cη. Com que P e´s
un progenerador, en particular e´s petit. Per tant, el funtor HomS(P,−)
preserva sumes arbitra`ries:
HomS(P,
(⊕
i∈I
Mi
)
⊗RP ) ∼= HomS(P,
⊕
i∈I
Mi⊗RP ) ∼=
⊕
i∈I
HomS(P,Mi⊗RP ),
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on el primer isomorfisme e´s degut a la propietat distributiva del producte
tensorial comentada a 5.1.13. Per tant, com que la categoria ModR satisfa`
AB4, tenim que la suma directa d’isomorfismes e´s un isomorfisme. Com a
consequ¨e`ncia, el morfisme
ηX =
⊕
i∈I
ηMi :
⊕
i∈I
Mi −→
⊕
i∈I
HomS(P,Mi ⊗R P )
e´s un isomorfisme, ja que que cada ηMi ho e´s per hipo`tesi. Per tant, Cη e´s
tancada per coproductes arbitraris.
3 Finalment, vegem que Cη e´s tancada per conuclis. Aixo` equival a veure
que si tenim una successio´ exacta de R-mo`duls:
M −→ N −→ Q −→ 0
amb M,N ∈ Cη, aleshores Q ∈ Cη. Observem que, com que P e´s projectiu,
els functors HomS(P,−) i − ⊗R P so´n exactes. El primer ho e´s per la
caracteritzacio´ dels projectius vista a 4.2.3 i el segon ho e´s perque tot R-
mo`dul projectiu e´s pla (5.1.19). Per tant, el functor HomS(P,− ⊗R P ) e´s
exacte i indueix un diagrama commutatiu
M N Q 0
HomS(P,M ⊗R P ) HomS(P,N ⊗R P ) HomS(P,Q⊗R P ) 0
ηM ηN ηQ
amb files exactes. Com que ηM i ηN so´n isomorfismes per hipo`tesi, el lema
dels cinc 2.2.13 ens assegura que ηQ e´s un isomorfisme, e´s a dir, Q ∈ Cη.
Com que es verifiquen les 3 condicions del lema 5.2.6, Cη = ModR i la unitat
η e´s una transformacio´ natural.
Per u´ltim, comprovem que la counitat e´s un isomorfisme natural. En com-
ponents, ve donada pels morfismes de S-mo`duls per la dreta segu¨ents:
Y : HomS(P, Y )⊗R P −→ Y
φ⊗R x 7−→ φ(x)
on Y ∈ModS. L’argument e´s el mateix que en el cas de la unitat: conside-
rem la classe d’objectes
C := {Y ∈ModS : Y e´s un isomorfisme}
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i comprovem les condicions del lema 5.2.6:
1 Si Y = P , e´s clar que P e´s un isomorfisme, ja que per hipo`tesi es te´ que
R ∼= HomS(P, P ). Per tant, C conte´ el generador P .
2 Si Y =
⊕
i∈IMi amb Mi ∈ C, la petitesa de P i el fet que la suma directa
d’isomorfismes e´s un isomorfisme a la categoria ModR ens permet conclou-
re de manera ana`loga al cas de la unitat que C e´s tancada per coproductes
arbitraris.
3 Finalment, considerem la successio´ exacta de S-mo`duls
M −→ N −→ Q −→ 0,
amb M,N ∈ C. Com abans, el fet que P sigui projectiu ens diu que el
functor HomS(P,−⊗R P ) e´s exacte per la dreta i, ana`logament al cas de la
unitat, el lema dels cinc ens diu que Q ∈ C.
3 =⇒ 1 Res a dir. 
5.2.1 Comentaris sobre el teorema de Morita
El primer comentari a fer e´s la simetria dreta-esquerra de l’equivale`ncia de
Morita:
Proposicio´ 5.2.8. Si les categories ModR i ModS so´n equivalents, tambe´
ho so´n les categories RMod i SMod. Equivalentment,
R ≈ S ⇐⇒ Rop ≈ Sop.
Demostracio´. Primer observem que si R ≈ S, segons 5.2.7 hi ha un R-S-
bimo`dul M que ens do´na l’equivale`ncia via el functor producte tensorial. A
me´s, si S ≈ R, existeix un S-R-bimo`dul N que torna a donar l’equivale`ncia
de categories, i aquestes equivale`ncies so´n inverses l’una de l’altra. En parti-
cular, es tenen els isomorfismes de bimo`duls
M ⊗S N ∼= R i N ⊗RM ∼= S. (5.3)
Suposem ara que ModR i ModS so´n equivalents. Com que la categoria
ModR e´s equivalent a RopMod, podem veure M com un Sop-Rop-bimo`dul
i N com un Rop-Sop-bimo`dul. Per tant, de 5.3 obtenim que
N ⊗Sop M ∼= Rop i M ⊗Rop N ∼= Sop.
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Aleshores, e´s clar que els functors
RopMod SopMod
M⊗Rop−
N⊗Sop−
defineixen una equivale`ncia de categories. Per exemple, per a cada A ∈
SopMod,
M ⊗Rop (N ⊗Sop A) ∼= (M ⊗Rop N)⊗Sop A ∼= Sop ⊗Sop A ∼= A.
on el primer isomorfisme natural e´s degut a l’associativitat del producte
tensorial (vegeu 5.1.13) i l’u´ltim e´s degut a 5.1.14. Que (N⊗Sop−)◦ (M⊗Rop
−) ∼= IdRopMod es veu igual. 
Una altra caracteritzacio´ d’equivale`ncia de Morita en termes d’idempotents
e´s la segu¨ent:
Proposicio´ 5.2.9. Siguin R i S anells. So´n equivalents
1. R ≈ S.
2. Existeix un n ∈ N i un isomorfisme d’anells R ∼= eMn(S)e per algun
idempotent ple e ∈ EndS(Sn) ∼= Mn(S), e´s a dir, tal que e2 = e i
Mn(S) =Mn(S)eMn(S).
Demostracio´. 1 =⇒ 2 Suposem que R i S so´n morita-equivalents. Aixo`
equival a dir, per exemple, que la categoria ModS te´ un progenerador P i
que el seu anell d’endomorfismes e´s isomorf a R, e´s a dir,
R ∼= EndS(P ).
Segons la proposicio´ 5.2.3, el progenerador P e´s un S-mo`dul finitament ge-
nerat. A me´s, segons la caracteritzacio´ 4.2.7, existeix un enter positiu n ∈ Z
i un S-mo`dul P
′
tals que
P ⊕ P ′ ∼= Sn.
Sigui
e : Sn −→ Sn ∈ EndS(Sn) ∼=Mn(S)
la projeccio´ de Sn sobre P , definida per e|P ′ = 0 i e|P = idP . Clarament
e2 = e (e e´s un idempotent) i eSn = P . Resta veure que e e´s un idempotent
ple, e´s a dir, que e satisfa`
Mn(S)eMn(S) =Mn(S). (5.4)
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Posem e = (aij)1≤i,j≤n i sigui aj ∈ P la columna j-e`ssima de e. Sigui fj ∈
HomS(P, S) la forma lineal que envia tot vector de P a la seva coordenada
j-e`ssima. Aleshores, per a tot x = (x1, . . . , xn)
t ∈ P , tenim que
x = e(x) =
n∑
j=1
ajxj =
n∑
j=1
ajfj(x).
L’objectiu ara e´s calcular l’ideal trac¸a de P , definit com
T = tr(P ) :=
∑
f∈HomS(P,S)
Im(f).
E´s clar que T e´s un ideal de S per la dreta i per l’esquerra, e´s a dir, e´s un ideal
de S bilateral. E´s senzill verificar que T e´s generat, com a ideal bilateral, pel
conjunt {fi(aj) : 1 ≤ i, j ≤ n} = {aij : 1 ≤ i, j ≤ n}. Per tant,
T =
n∑
i=1
n∑
j=1
RaijR.
Sigui B = {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} el conjunt de generadors cano`nic de Mn(S)
com a S-mo`dul. Per a cada parell d’elements de l’anell s, s
′ ∈ S i per a cada
quaterna d’enters 1 ≤ i, j, k, l ≤ n, un ca`lcul directe ens porta a l’expressio´
sEijeEkls
′
= sajks
′
Eil,
que equival a tenir la igualtat
Mn(S)eMn(S) =Mn(T ).
Ara be´, com que P e´s un generador de ModS, tenim que T = S. Vegem-ho
raonant per reduccio´ a l’absurd: suposem que T 6= S i considerem l’aplicacio´
de pas al quocient S −→ S/T , que e´s no trivial per hipo`tesi. Com que P e´s un
generador, existeix una forma lineal g ∈ HomS(P, S) tal que la composicio´
P S S/T
g
e´s diferent de zero. Pero` aixo` vol dir que gP * T , una contradiccio´. Per
tant T = S, d’on dedu¨ım que es verifica la condicio´ 5.4, e´s a dir, e e´s un
idempotent ple deMn(S). Ara la feina gairebe´ esta` acabada: considerem el
morfisme d’anells
λ : End(P ) −→ eMn(S)e
definit per λ(f)|P = f i λ(f)|P ′ = 0, per a cada f ∈ End(P ). Com que els
endomorfismes de eMn(S)e so´n exactament els que envien P a zero i P a P
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(es veu usant que e e´s un idempotent ple), λ e´s un isomorfisme d’anells i, per
tant,
S ∼= End(P ) ∼= eMn(S)e.
2 =⇒ 1 Si R ∼= eMn(S)e per algun idempotent ple e ∈ EndS(Sn) ∼=
Mn(S), aquest fet determina que R e´s isomorf a l’anell d’endomorfismes
d’un sumand directe de Sn, e´s a dir, d’un S-mo`dul projectiu. 
Gra`cies a aquesta nova caracteritzacio´, podem dir quins anells so´n morita-
equivalents quan estem treballant amb categories de mo`duls sobre un anell
amb bones propietats. Me´s precisament, es te´:
Corol·lari 5.2.10. Siguin R i S dos anells i suposem que tot S-mo`dul per
la dreta projectiu e´s lliure. Alehores,
R ≈ S ⇐⇒ R ∼=Mn(S), per algun n ∈ N.
Demostracio´. =⇒ Si R ≈ S, segons 5.2.7 aixo` vol dir que existeix un
progenerador P (que e´s finitament generat per 5.2.3) tal que R ∼= EndS(P ).
Com que P e´s lliure per hipo`tesi, existeix un n ∈ N tal que P ∼= Sn. Per
tant,
R ∼= EndS(P ) ∼= EndS(Sn) ∼=Mn(S).
⇐= E´s immediat per 5.2.9, ja que la identitat e´s un idempotent ple. 
Per tant, quan l’anell S e´s, per exemple, un domini d’ideals principals, un
anell local o l’anell de polinomis (vegeu 4.2.2), 5.2.10 ens diu exactament que`
vol dir que les categories de mo`duls sobre R i S siguin equivalents.
Proposicio´ 5.2.11. Per a cada anell R, existeix un isomorfisme d’anells
Z(R) ∼= EndFunct(ModR,ModR)(IdModR).
Demostracio´. Constru¨ım un isomorfisme
λ : Z(R) −→ EndFunct(ModR,ModR)(IdModR)
de la manera segu¨ent: per a cada r ∈ Z(R) i per a cada M ∈ModR, sigui
λ(r)M : M −→ M
m 7−→ mr
Com que r ∈ Z(R), r commuta amb tothom i, per tant, λ(r)M ∈ EndR(M).
A me´s, per a qualsevol morfisme f : M −→ N ∈ HomR(M,N), el diagrama
M M
N N
λ(r)M
f f
λ(r)N
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clarament e´s commutatiu. Per tant, per a cada r ∈ Z, els morfismes
{λ(r)M : M −→M}M∈ModR defineixen una transformacio´ natural. Aixo` ens
diu que λ esta` ben definida. L’aplicacio´ λ e´s injectiva: si r, s ∈ Z(R) so´n
tals que λ(r) = λ(s), aleshores λ(r)M = λ(s)M per a tot M ∈ ModR. En
particular, per a M = R, tenim que
mr = ms, per a tot m ∈ R.
Per tant, agafant m = 1 dedu¨ım que r = s. Per veure l’exhaustivitat, sigui
α ∈ EndFunct(ModR,ModR)(IdModR). El morfisme αR : R −→ R commuta
amb tots els endomorfismes de R, per ser α una transformacio´ natural. Per
tant, existeix un r0 ∈ Z(R) tal que αR e´s l’aplicacio´ lineal multiplicar per r0.
Ara ja estem: per a qualsevol M ∈ModR i m ∈M , considerem el morfisme
fm : x 7−→ mx ∈ HomR(R,M). La commutativitat del diagrama
R R
M M
αR
fm fm
αM
ens diu que αM(m) = αM(fm(1)) = fM(αm(1)) = fm(r0) = mr0. Per tant,
α = λ(r0), fet que prova que λ e´s un isomorfisme. 
Corol·lari 5.2.12. Si R ≈ S, aleshores Z(R) ∼= Z(S) com anells. En
particular, si R i S so´n anells commutatius, tenim que
R ≈ S ⇐⇒ R ∼= S,
e´s a dir, el teorema de Morita 5.2.7 e´s trivial per anells commutatius.
Finalment, tenim en compte el segu¨ent: la implicacio´ 2 =⇒ 1 del teore-
ma de Morita 5.2.7 es pot enunciar d’una manera me´s general. Aquesta
altra manera ens do´na una caracteritzacio´ de les categories de mo`duls com a
categories abelianes AB3 amb un progenerador:
Teorema 5.2.13. Sigui A una categoria abeliana AB3 amb progenerador
P . Sigui R := EndA (P ) l’anell dels endomorfismes de P . Aleshores, el
functor
A (P,−) : A −→ModR
e´s una equivale`ncia de categories.
Demostracio´. El que farem e´s veure que el functor A (P,−) e´s plenament
fidel i essencialment exhaustiu:
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Per veure que e´s plenament fidel, hem de provar que per a tot parell d’objectes
X, Y ∈ A , el morfisme
ϕX,Y = A (P,−)X,Y : A (X, Y ) −→ HomR(A (P,X),A (P, Y ))
e´s un isomorfisme. La manera de veure-ho e´s la mateixa que hem fet servir al
teorema de Morita: fixat Y ∈ A , podem veure ϕX,Y com una transformacio´
natural
αX : T (X) −→ S(X),
on T, S : A o  Z − Mod so´n els functors covariants evidents, e´s a dir,
T = A (−, Y ) i S = HomS(A (P,−),A (P, Y )). En aquest cas, nome´s cal
veure que la classe C dels objectes X ∈ A tals que αX e´s un isomorfisme
satisfa` les propietats del lema 5.2.6:
1 E´s clar que la transformacio´ natural
αP : A (P, Y ) −→ HomA (R,A (P, Y ))
e´s un isomorfisme, ja que EndA (P ) e´s el R-mo`dul de rang 1. Per tant, P ∈ C.
2 E´s evident, ja que els functors S i T commuten amb els coproductes ar-
bitraris: el functor T e´s evident que ho fa i S ho fa per hipo`tesi. Per tant, C
e´s tancada per coproductes.
3 Finalment, el que hem de provar e´s que si la successio´
X −→ Y −→ Z −→ 0
e´s exacta a A , aleshores el fet que X, Y ∈ C implica que Z ∈ C. El functor
T e´s exacte per l’esquerra i, per ser A (P,−) exacte, S tambe´ e´s exacte per
l’esquerra. Per tant, tenim un diagrama commutatiu
0 T (Z) T (Y ) T (X)
0 S(Z) S(Y ) S(X)
αZ αY αX
amb files exactes. Si suposem que αX i αY so´n isomorfismes, αZ tambe´ ho
e´s com a consequ¨e`ncia del lema dels cinc 2.2.13.
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Per u´ltim, vegem que e´s essencialment exhaustiu. Sigui M ∈ ModR. Si
M = R, aleshores A (P, P ) = EndA (P ) = R i no hi ha res a dir. Si
M = R
⊕ I , com que P e´s petit, el functor A (P,−) commuta amb sumes
infinites. Per tant,⊕
i∈I
R =
⊕
i∈I
EndA (P ) =
⊕
i∈I
A (P, P ) ∼= A (P,
⊕
i∈I
P ).
Per acabar, si M e´s un R-mo`dul qualsevol, la proposicio´ 4.1.6 ens assegura
l’existe`ncia d’una successio´ exacta⊕
i∈I R
⊕
j∈J R M 0
f g
Com que el functorA e´s ple, f = A (P, h) per algun morfisme h :
⊕
j∈J P −→⊕
i∈I P . Com que A e´s abeliana, podem considerar la successio´ exacta⊕
j∈J P
⊕
i∈I P Coker(h) 0
h coker(h)
i, com que el functor A (P,−) e´s exacte, dedu¨ım que
M ∼= A (P,Coker(h)).
Per tant, F e´s una equivale`ncia de categories. 
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